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Definicié. Exemples. Teorema d’existéncia

Definicié. Exemples

Sigui E un R-ev. Una aplicacié (-,-) : E x E — R, és un producte
escalar si compleix:
o (auy + apup, v) = ag{ur, v) + az(ua, v), i
o (u,fivi + Pavo) = B1(u, vi) + P2(u, vo) (és bilineal)
o (u,v) = (v,u) (és simetrica)
o (u,uy >0. Amés, (u,u) =0 siinoméssi, u=0 (és definida
positiva).

Altres simbols per respresentar (u, v) sén uo v, o ®(u,v).
Un R-ev amb producte escalar s'anomena espai euclidia

Exemples

1. En R", el producte escalar habitual:

((x1,---yxn), (Y1, -y ¥n)) = iny;.
i=1
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Més exemples

2. En Mpa(R):
(A,B) = Tr(BTA).

3. En C%([a, b]:
b
(F.g) = / F(1)g(t)dt.

També, (f,g) = fab f(t)g(t)p(t)dt, on p(t) és una funcié
continua, estrictament positiva.

4. En R,[x], fixats a1,...,ap+1 € R,

n+1

(p,a) = pai)a(a).
i=1
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Desigualtat de Cauchy-Schwarz

Desigualtat de Cauchy-Schwarz

Lemma Sigui E un espai euclidia amb producte escalar (-, ).

Aleshores,
[{u, v)]? < (u, u){v, V).

dem. Si v =0, cert. Suposem v # 0. Considerem
k= (u,v)/{v,v)i0<(u—kv,u—kv)....

Aplicacié Suposem u,v # 0. Com |{u, v)|? < (u, u)(v, v),
obtenim
_1 S <u7 V> S 1
{u, u)y/{v, v)

per tant, existeix o € [0, 7] tal que cosa = — v pirem
v,v

I

a = ang(u, v) és l'angle entre u i v.
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Norma associada al producte escalar

Norma associada al producte escalar

Sigui E un espai euclidia amb producte escalar (-,-). La norma
associada al prod. escalar és ||ul| = \/(u, u). Compleix:

e |jul| > 0. A més, ||u]| =0siinoméssi, u=0.
o [[Aull = [A[lull
o ||lu+v] <|ull+ |lv] (desigualtat triangular).

Algunes férmules
1. Si||ul] = ||v||, aleshores (u+ v,u—v) =0.
2. Llei del paral-lelogram: ||u+ v|?> + ||u — v||? = ||ul|® + ||v|?.
3. Férmules de polaritzacié:
(i) (u,v) = 5 (lu+ VI = [lull® = [ v]?)
(i), v) = g (llu+ v|? = fJu = vI[).
4. Teorema de Pitagores: ||u+ v||? = |Ju|> + ||v||?, si (u,v) = 0.
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Dist:
Distancia associada al producte escalar

Sigui E un espai euclidia amb producte escalar (-, -). La distancia
associada al prod. escalar és

d(u,v) =|lu—v| =+ (u—v,u—v). Compleix:

>0. Amés, d(u,v) =0siinoméssi, u=v.

Vocabulari Sigui E un espai euclidia amb producte escalar (-, -).

1. Si||u]] =1 és un vector unitari. S'anomena normalitzat de u
al vector u/||u|| (unitari).

2. Dos vectors u i v sén ortogonals si (u,v) = 0.

Proposicié Un conjunt de vectors S, ortogonals dos a dos, és un
conjunt lin. independent.



Dist:

Bases ortogonals i bases ortonormals

Sigui E un espai euclidia amb producte escalar (-, -)

Una base ortogonal de E és una base de E formada per vectors
ortogonals dos a dos. Una base ortonormal de E és una base
ortogonal formada per vectors unitaris.

Observacié Si B = {u;}?_; és una base ortog. de E,
v =31, a;u; aleshores,

<V7 U,‘>
(ui, uj)

o = ( s'anomenen coeficients de Fourier).

Exemples

1. En R", el producte escalar habitual:
(X1, sXn), (V1s- -, ¥n)) = i1 XiYi, la base canonica és
una base ortonormal

2. En M23(R): (A, B) = Tr(BTA), la base
{Ej € Ma3(R): i=1,2,3; j=1,2}, on Ej té tots els
elements zero, excepte el que esta a la columna /, fila j que és
1, és una base ortonormal.
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Meétode de Gram-Schmidt

3. En C([~m,7]: (f.g) = |7, f(t)g(t)dt,
{1, cos(kt), sin(kt)}ken és un conjunt ortogonal.

Proposicié Tot espai euclidia de dimensid finita té almenys una
base ortogonal i una base ortonormal.

Meétode de Gram-Schmidt Sigui {e;}”_; una base d'un espai
euclidia E. Construim una base ortogonal {u;}"_; tal que, en cada
pas, el sv generat pels vectors {e;}/_;, coincideix amb el sv generat
per {u;}f_,. Finalment, considerem {u; /| uj||}7_;.
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Meétode de Gram-Schmidt

1. Considerem u; = e1.

2. Suposem construits uy,..., u,, amb
(ut,...,ur) = (e1,...,er) i {uj}f_; un conjunt ortogonal.

3. Construim el nou vector u,11:

,
Ury1 = €41 — g Qjuj,
i=1
on «; és una constant que determinem imposant u,;1 sigui

ortogonal a u;. Es a dir,

(Urgp1,up) =0 = o =



Exemple

Construiu una base ortonormal del sv de R3, amb el producte
escalar habitual, definit per F = ((1,-1,1),(1,1,1)).

Per evitar confusions, denotem amb o el producte escalar habitual.

1. Considerem u; = (1,-1,1)

2. u,=(1,1,1) —a(1,-1,1), on
a=(1,1,1)0(1,-1,1))/((1,-1,1) 0o (1,-1,0)) = 1/3.
D’'aqui,
w=(1,1,1) - (1,-1,1)/3=(2/3,4/3,2,3) = 2(1,2,1)/3.
De fet, posem considerar vy = (1,2,1).

3. Com |Ju1| = V3 i |luz2|| = V6, obtenim que {u, up} és una
base ortogonal i {u} = /3/3(1,—1,1),ub = v6/6(1,2,1)} és
una base ortonormal de F.



Exercici

Construiu una base ortogonal de Ra[x] respecte el producte
escalar: (p, q) = p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(—1)q(=1) + p(2)q(2).
(Suggerencia: considereu la base de Ry[x], {1, x,x%}.)
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Matriu associada a un producte escalar

Sigui E un espai euclidia amb producte escalar (-, -). Considerem
{ei}"_; una base de E.
Lema

e B = (bj), on bjj = (ej, e) determina (-,-), ja que si
u=>y " ajeiv=y ", 0e aleshores,

(u,v) = (oa,...,an)B(B1,...,0n)" < (u,v) = u” Bv.

Proposicié (Criteri de Sylvester) Sigui B € M,xn(R), I'aplicacié
(> aie, Y Bie) = (a1,...,an)B(B1,....5)"
i=1 i=1

és un producte escalar, si i només si, BT = B i, si designem per B,
la submatriu de B determinada per les primeres r-files i
r-columnes, aleshores, det B, > 0, peratot r=1,...,n.
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Subespais ortogonals

Sigui E un espai euclidia amb producte escalar - o -. Considerem un
subconjunt S C E. Denotem S+ ={v € E: uov=0}.
Propietats

1. St ésun R-sv de E.

2. Si S C R aleshores R+ C S+.

3. S+ =(S)*+

4. SNSt=o0.

5.Sc(SH*E
Proposicié Si F és un R-sv de E, aleshores

1. E=FaF-

2. dim F+ = dim E— dim F.

3. FL = F (el complement ortogonal és tnic).
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. ./ . [V -
Projeccié ortogonal. Aproximacié optima

Sigui E un espai euclidia. F un R-sv. La projeccié ortogonal de v
sobre F és:

proj(v, F) = v; € F tal que v — v € FL.

Propietats

1. Si v € F aleshores v =proj(v, F).

2. proj(v, F) =0siinoméssiveFt.

3. La proj(v, F) és tnica.

Denotem com a d(v, F) = minycr d(v, u), on d(-,-) és la
distancia associada al prod. escalar.

4. d(v,F)=d(v,v1), on vq =proj(v, F).

5. d(v,F)=|v—w]|.
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Component d'un vector respecte un altre vector

Sigui E un espai euclidia amb producte escalar (-,-), w € E.
Per a tot v € E, denotem proj(v, w) =proj(v, (w)). Aleshores,

(v, w)

(w, w)

proj(v, w) =

El coeficient (v, w)/(w, w) s'anomena la component de v respecte
de w.

Propietat Les coordenades d'un vector v respecte una base
ortogonal sén les seves components.



Introduccié Definicié. Exemples. Teorema d'existencia Desigualtat de Cauchy-Schwarz Norma associada al producte escalar Dist:

Angle entre un vector i un subespai

L'angle entre un vector v i un subespai F d'un espai euclidia E és
I'angle entre el vector i la seva projeccié ortogonal sobre el
subespai.
Si vi = proj(v, F) aleshores v — v; € F-. D’aqui, si denotem com
a o = ang(v, v1), obtenim:

(vivi) _ (v,v1) vl

Cosax = = = .
IvIlivall fivilivall vl
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