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Introduccié

Introduccid

Una equacié diferencial és qualsevol expressié on intervé:
e una variable dependent o funcid,
e unes variables independents i

e les derivades parcials de la funcié respecte una o més variables
independents.

Moltes lleis de la fisica troben la seva expressié matematica en el
llenguatge de les equacions diferencials.

Exemples

1. L'equacié que regula |'espai recorregut per un cos que cau.
2. L’equacié que regula el corrent eléctric en un circuit senzill.

3. L'equacié del calor.
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Exemples

1. La forga que actia sobre un cos que cau (F = ma) és la
resultant de dues forces oposades:

o ¢l seupes, P=mg,i

e la forgca de fregament,
F, = kv.

A partir de F = P — F, obtenim:
d’y

dy
a2 dt

=mg kg

on la funcié és y = y(t) (I'espai recorregut en funcié del
temps).
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2. L’equacié diferencial que representa un circuit electric senzill
en serie:

o E és el voltatge aplicat,

e R la resisténcia i la caiguda
del voltatge: Eg = RI (Llei
de Ohm),

e [ la inductancia de la
bobina i la caiguda del
voltatge: E; = Ldl/dt,

e ( capacitancia del capacitor
i la caiguda del voltatge:

Ec =1/CQ.
Per la segona llei de Kirchoff, com | = dQ/dt:

dQ d’Q 1
E= RE_'_Ld —i—EQ
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3. Suposem una barra d'extrems aillats (no passa calor a través
dels extrems). La temperatura en cada punt de la barra,
depén de la distancia als extrems i del temps, v = u(x, t):

o _ a0

—=c
ot ox?’
on c¢ és certa constant que depén del material de la barra.

Definicié Una equacié diferencial ordinaria (e.d.o.) és tota
expressié de la forma:

. diy
F r )y — ()= 9V
(xy,y,...,y™M)=0, on, y ™

L'ordre de I'e.d.o. és el més gran dels ordres de les derivades que hi
surten.
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Equacions diferencials de primer ordre

Estudiem e.d.o. del tipus F(x,y,y’) = 0. De vegades es podra
obtenir, la seva forma normal:

y'=f(x,y).

S'anomena solucié de I'e.d.o. en un interval /, a tota funcié
y = ¢(x) que compleix:

¢’ (x) = f(x, p(x)), ¥x € 1.

Exemples

1. y = ¥ és una solucié de I'e.d.o. y’ = 3y. Perd també,
y = Ce>, on C és qualsevol constant. En tots els casos,
I =R.

2. y = Ce* — x —1 és una solucié de I'e.d.o. y =y + x, amb
I =R.
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3. La familia de paraboles y = Cx?, (C constant) es pot
descriure com les corbes que compleixen I'e.d.o.

y' =2y/x.
Ja que, derivant respecte x, obtenim:
y' = 2Cx.

Aillant C i substituint en I'equacié y = Cx? obtenim I'e.d.o.
Les corbes tals que en cada punt, el pendent de la recta
tangent és dues vegades el pendent del vector posicid.

Observacié Aquest darrer procés ens permetra obtenir I'e.d.o.
d'una familia de corbes que depén d'un parametre.



Existéncia de solucions: Problema del valor inicial

Teorema Donada l'e.d.o.:

y' =1f(x,y),

amb f,0f /0y € C°(R), on (x,y) € Rsi |x — x| < a, |y — yo| < b,
aleshores, existeix una tnica solucié y = ¢(x) tal que ¢(x0) = yo,
definida en cert interval [x — xp| < h < a.

S’anomena problema de valors inicials, PVI, a:

r_
{ Yy = f(Xa.y)7
y(x0) = yo.
No sempre sera possible expressar les solucions d'una e.d.o. com a
combinacié de funcions elementals. Estudiarem algunes e.d.o..
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Variables separables

Sén e.d.o. de primer ordre, que poden reduir-se a: y' = g(x)h(y).

Plantegem:
1 dy

D'aqui, si H(y) és una primitiva de 1/h(y) i G(x) una primitiva de
g(x) obtenim:
H(y) = 6(x) + C,

on C és qualsevol contant. Si es pot, aillem y: y = ¢(x, C).

Exemples
dy x? -1
1. .
dx  y2
dy t
2. — =S+t
dt 2 "
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Lineals

Sén les equacions que poden reduir-se al format:
y' 4+ a(x)y = b(x).

El nom de lineal prové de I'operador: L = d% + a(x)/d.
Propietats

° Llyi +yo] = L] + L[y2)] i

e L[cy] = clly], c constant.
D'aqui, totes les funcions y, solucié de I'e.d.o. L[y](x) = b(x)

podem obtenir-se:
yg == yp + NUC L7

on y, és una solucié particular, i Nuc L representa la solucié
general de I'e.d.o. L[y] = 0 (equacié homogenia associada).
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Equacié homogenia

Lineals homogeénies
Yy +a(x)y =0=y = Ce /X on C és qualsevol constant.

Exemple
Considerem I'e.d.o. y’ cosx + ysinx = 0, definida en l'interval
x € (—m/2,m/2). Es de variables separables:

y' +sinx/cosxy =0 —In|y| =In|cosx| + C.

D'aqui: |y| = C|cosx|, C >0, ara bé, y = 0 també és una
solucid.
La solucié de I'equacié homogenia és

yn = C cos x,

on C és qualsevol constant.
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Solucié particular: métode de variacié de constants

Proposem una solucié amb la forma y, = Kyi, on y1 és una solucié
de L[y] =0iara K = K(x). Imposem que sigui solucié de I'e.d.o.
completa i trobem una e.d.o. (de variables separables) per a K.

Exemple
Per trobar una solucié particular de y’ cos x + ysinx = 1, com
I'e.d.o.

y'cosx+ ysinx =0 — y, = Ccosx, C €R,

plantegem: y, = K cosx, on K = K(x) és certa funcié complint:

K’ cos x + K(—sinx) + (K cos x) tan x = .
Cos x

1
cos? x

Simplificant, obtenim: K’ = — K =tanx. | d’aqui,

Yp = tan x cos x = sin x.
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Solucié general

Els passos que seguim per resoldre I'e.d.o. sén:
e Plantegem i resolem |'equacié homogenia associada.
e Busquem una solucié particular: " Métode de variacié de
constants” .
e Sumem les dues expressions anteriors per obtenir la solucié
general.
Exemples
1. La solucié general de I'e.d.o. y’ cosx + ysinx = 1, definida en
I'interval x € (—7/2,7/2) és:
Ye =Yn+yp = Ccosx+sinx VC € R.

2.y —2xy = 2xe<".
3.y 4+ 2y = x% +2x.
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Canvis de variable: homogenies

Una e.d.o. y' = f(x,y) és homogenia si f(tx,ty) = f(x,y). En
aquest cas, el canvi de variable z=x/y o bé, z=y/x la
transforma en una e.d.o. de variables separables.

Plantegem y = zx pensant que z = z(x). Derivant respecte x
obtenim: y’ = z/x + z. Substituint ara a I'e.d.o. obtenim:

Ix+z="F(1,z) - Zx=f(1,z) — z,

e.d.o. de variables separables.

Exemples
1. L'ed.o. X2y’ —3xy — 2y? = 0 és d’aquest tipus ja que la seva
., 3xy+2y?
forma normal és: y' = ————.
X

X2+ xy +y?

2.y = 2
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Exactes
Una equacié diferencial del tipus

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0,
s'anomena exacta si existeix una funcié U = U(x, y) tal que
0U/Ox = P(x,y) 1 0U/dy = Q(x,y).
En aquest cas U(x, y) = c defineix una solucié de forma implicita,

on ¢ és una constant.

Teorema Suposem que P, Q,0P /0y i 9Q/0x son continues en
cert rectangle R C R?, ((x,y) ERsia<x<Biy<y<9d).
Aleshores, |'equacié

P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0,
és exacta si i només si, en tot punt de R es compleix

op _oQ
dy  Ox’
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Per trobar la funcié U podem seguir el procés segiient:
. Integrem respecte x: U(x,y) = [ P(x,y)dx + C(y), i
2. derivem respecte y tot igualant a Q(x,y).

Exemple Considerem |'e.d.o.
(x* + xy?)dx + (x*y + y*)dy = 0.

Es una e.d.o. exacta, ja que si anomenem P(x,y) = x3 + xy?
Qlx,y) = X%y + y3, es té que:

La funcié U(x,y) pot trobar-se:

1. Integrem respecte x:

1 1
Ulxiy) = [ +292)dx = g5 + 57 5 CO).
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2. Derivem |'expressié anterior respecte y i imposem igualtat
amb Q(x,y):

ou

By = Xy + C'(y) = Xy + C'(y) = Py + y°,

on C'(y) indica la derivada respecte y, que ha de ser igual a
y3. D’aqui, una primitiva és C = %y“.

La solucié de I'e.d.o., definida de forma implicita, és

1 1 1
ZX4 + §x2y2 + Zy4 — constant,

equivalentment,
(*+y*)2 =c, VceR.
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Aplicacions: Trajectories ortogonals
En molts problemes fisics apareixen dues families de corbes que sén
mituament ortogonals (p.ex. en una lamina plana d'un material
conductor, les corbes equipotencials sén les trajectories ortogonals a les
Iinies de flux).
Donada I'e.d.o. d'una familia de corbes y’ = f(x, y), I'e.d.o. de la
familia ortogonal és: y' = —1/f(x,y).
Exemple La familia de paraboles per 'origen, té e.d.o. y' = 2y/x.
La familia ortogonal té equacié:

r__1x
Yy ="3,
D’aqui integrant, obtenim:
15 1,
—yt=—- C.
2y 4x +

Es a dir, una familia d’el-lipses amb eixos de simetria els eixos
coordenats.
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Equacions diferencials lineals d'ordre superior

Una edo lineal d'ordre n és una equacié del tipus:
an(x)y™ + a,_1(x)y "D ..+ ag(x)y = b(x),

amb a, # 0.
Les condicions inicials sén del tipus

{y(x0) = y0,¥'(x0) = ¥3,-- -,y V(xo) = y§ 7}

Exemples Sén e.d.o. lineals (de segon ordre):
y" +3xy’ + ysinx = e i y"” + 3y’ + 2y = cos x. Perd no ho sén,
dy 2

y"+3y +siny =0i <dx> +y"=0.
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Teorema Donat el PVI:

{ Y+ a0 1 (x)y N 4+ ag(x)y = b(x)
y(x0) = y0,¥'(x0) = ¥, .,y D(x0) = y§ 7t

on yo, ¥, ... ,yé”l €Riag,a1,...,an b e COI), aleshores per a

qualsevol xp € | existeix una tnica solucié y = ¢(x) definida en /.
n n—1

Introduim: L = v + an— 1(x)d — + ... +ao(x)ld.

Propietats

L'operador L és lineal, ja que,
L Liya +y2] = L] + L]y2]-
2. L[cy] = cL]y], c constant.
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Utilitzant L I'e.d.o. s’escriu L[y] = b(x), (I'anomenarem equacié
completa). A partir d'ella, I'equacié homogenia associada és:

L[y] = 0.
Les solucions de I'e.d.o. completa es poden escriure com:
Ye = Yp Tt ¥n,

on y, és una solucié particular, i y, és qualsevol solucié de I'e.d.o.
homogenia associada.
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Lineals homogenies
Si y1,¥2,-.,¥n sOn n solucions de L[y] = 0, aleshores també és
una solucié

y =X ¢y, Ve € R
Qiiestio: Quina condicié han de complir {y1,y2,...,yn} per tal
que I'expressi6 anterior generi totes les altres solucions de L[y] = 07

Considerem el PVI:
{ vy a, 1)y 4 ag(x)y =0
y(

x0) = Y0, (x0) = ¥, -,y N (x0) = yg .

D’aqui, si la solucié té la forma ¥, ¢jy;, imposant les condicions
inicials, obtenim que:

)/l(Xo) s Yn(XO) (o] Yo
yilx) o yalx) o Yo
W) oo v V(x) oA 7
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Té solucid, per a qualsevol PVI en xg, si i només si, el determinant

y;}gxog e y,,,Exog
W(y1,y2, ..., yn)(x0) = & EXO o EXO £ 0.
W0) - Vi)

(W(y1,y2,--.,¥n)(x) s'anomena wronskia de y1, y»,...,y, en x.)



Introduccié Eqmclons d\fucncn\s de primer ordre  Equacions diferencials lineals d'ordre superior S\stmn(< d’equacions diferencials
00 00@00000000OO00

Lineals homogenies a coeficients constants de 2n ordre

Suposem que I'e.d.o. és y” + by’ + cy = 0, on b, c sén nombre
reals. Explorem si y = e™ és una solucié:

(erX)//+ b(erX)/+CerX — erX(r2+ br+ C)
D'on, y = e™ és una solucié de I'e.d.o. homogenia si i només si,
r>+br+c=0.

Dues arrels reals diferents

Suposem que r1, r» sén les dues arrels. Aleshores,

W (e"*, e™*) # 0, i qualsevol solucié s'expressa com a combinacié
lineal de {e*, e"*}.
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Exemple Per resoldre el PVI
y"+6y +5y =0, y(0) =1, y'(0) =2,

trobem les arrels de r? + 6r +5: {—1,—5}. D’aquf la solucié

general és:
ye = Ge ™ + GCoe™>.

Amb les c.i, determinem (i, Gs:

Yg = Ge ™+ C2€75X y(O) =1:G+G=1,
yé = -—Cle ™ — 5C2€_5X y’(O) =2: -G —-5G =2.

D'aqui, CG; =7/4 i C; = —3/4. La solucié al PVI és:

=—-e " ——e
Y =34 4

7 3 —bx
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Dues arrels complexes conjugades
Suposem que « + j3 sigui una arrel. Aleshores, o — j3 també és
una arrel (el polinomi és a coef. reals).
Si u = u(x), v=v(x), definim (v +jv) = v +jv'. D'aqui,
V' Llu+jv] = L[u] + jL[v], i
v u(x) + jv(x) és una sol. de L[y] =0 < u(x), v(x) sén
solucions.

Exemple
L'e.d.o. 4y” + 4y’ + 5y = 0 té polinomi associat 4r> 4 4r + 5 que

té arrels {—~ 4 j}. Plantegem e(=1/2+/)% = e=*/2(cos x + j sin x).

D'on, considerant la part real i la part imaginaria obtenim dues
solucions. A partir d’elles, obtenim tota la resta:

y = Cie /2 cosx + Cre */?sin x, (1, G eR.
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Una arrel real de multiplicitat 2 Suposem que y; = e sigui una
solucié de L[y] = 0. Es adir, 2 +ar + b= (r —n)?
Aleshores, y, = xe* és una altra solucié amb W/(e*, xe"*) # 0,

i qualsevol solucié s'expressa com a combinacié lineal de
{el‘lx7 Xerlx}_

Exemple Per trobar les solucions de y” — 4y’ + 4 = 0, plantegem
I'equacid:

rP—4r44=(r—2)>2
D’aqui, que {€?*, xe>*} sén dues solucions de I'e.d.o.. A més, com
W (e>, xe®) # 0, la solucié general de I'é.d.o. és:

y = C1€2X + szezx, VG, G e R
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Lineals homogenies a coeficients constants

Estudiem:
an(x)y" + a1 ()Y 4.+ ag(x)y =0,
amb a, #01i a;(x) =a; € R, Vi=1,...,n. Observem que,
Lle™] = (anr"+ ...+ air + ag)e™.

D'aqui, y = e* és una solucié de I'e.d.o. homogenia si i només si,

r1 és una arrel del polinomi
p(r) = anr"+ ...+ a1r + ao.

L'equacié p(r) = 0 s'anomena equacic caracteristica de I'e.d.o.
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Arrels reals diferents
Suposem que 1, ..., r, son totes arrels diferents de p. En aquest
cas,

nx X rnX
W(e™, e , ..., e™) #0,
i qualsevol solucié s'expressa com a combinacié lineal de
nx nx rnXx
{en*,e* ... e},

Exemple A partir de I'e.d.o. y"" —2y” — y' + 2y = 0, considerem
el polinomi
p(r)=r*=2r* —r+42.

Que té arrels: {£1,2}. D'aqui que, qualsevol solucié de I'e.d.o.
s'expressa com:

y = Ce* + C262X + Ge™, (1,6, GG eR.
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Arrels complexes
Com el el cas n =2, si a4 j3 és una arrel, com els coeficients de
I'e.d.o. son reals, també o — j3 també és una arrel.

Exemple El polinomi associat a I'e.d.o.
yW—y=0

és p(r) = r* — 1 que té arrels {1, 4j}. D'aqui, com
e = cos x 4 j sin x, obtenim les solucions

{€*, e, cos x,sin x}.
A més, com W(e*, e, cosx,sin x) # 0, qualsevol altra solucié és:

y=0Ge+ Ge X+ Geosx + Gsinx, GeRi=1,...,4.
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Arrel miltiples Suposem que r; és una arrel de multiplicitat k de
p(r). Aleshores, també sén solucié

{en* xe"X ... xk7lenx},

Exemple Per trobar les solucions de y(*) — 3y(3) 4+ 3y(2) — /=0,
plantegem I'equacié:

=3 432 —r=r(r—1)>%.
Per tant, qualsevol altra solucié s'expressa:

y = C1+ G+ Gxe¥ + Gx%e*, GGeR,i=1,...,4
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Conjectura prudent

Quan 'e.d.o. és p(D)[y] = b(x), amb p € R[x] i b(x) té cert
aspecte, proposem una solucié particular amb unes constants que
cal determinar, imposant que funcié proposada sigui solucié de
I'e.d.o. completa.

b(x) = e™*q(x), on q(x) € R[]

(i) Si @ no és una arrel de p(x), proposarem:
yp =€(co+ ax+ -+ cmx™).
(i) Si « és una arrel de multiplicitat k de p(x), proposarem:

Yp = xkeo‘x(co +ax+ -+ cmx™).
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Exemples
1. y" — 5y’ + 6y = xe*.

Com r?2 —5r+6 = (r — 2)(r — 3), busquem y, = (ax + b)e~
a, b € R. Imposem que sigui solucié:

yp = a€* 4 (ax + b)eX = e*(ax +a + b),
yy = ae* + e*(ax + a+ b) = e*(ax +2a+ b).
D'aqui, y, — 5y, + 6y, = €*(2ax + (—3a +2b)) i |gualant
e*(2ax + (—3a+2b)) =xe* = a=3,b=
La solucié:
Vg = Cie® + Ge3* + (%x + %)ex, G, G eR.
2. yB®) — 2y 1y = xex.
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b(x) = cos(8x)q(x) o b(x) = sin(8x)q(x), on q(x) € Ry[x].

(i) Si Bj no és una arrel de p(x), proposarem:
yp = cos(fx)(co + c1x + - - + cmx™)+
sin(8x)(do + dix + - - - + dmx™).
(i) Si ) és una arrel de multiplicitat k de p(x), proposarem:
yp = x¥(cos(Bx)(co + c1x + -+ + cmx™)+
sin(6x)(do + dix + - -+ + dmx™)).
Exemples
1. y"+2y'+y =xsinx.
2. y® —y = cosx.
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b(x) = e* cos(fx)q(x) o b(x) = e**sin(8x)q(x), on g(x) € Rp[x].

(i) Si @+ Bj no és una arrel de p(x), proposarem:
yp = € cos(Bx)(co + cix + - -+ + cmx)+
e sin(fx)(do + dix + -+ + dmx™).
(i) Si @+ Bj és una arrel de multiplicitat k de p(x), proposarem:
yp = x¥(e cos(Bx)(co + c1x + -+ - + cmx™)+
e sin(Bx)(do + dix + -+ - + dmx™)).
Exemples
1. y" =2y’ +2y = e *sinx.
2. y" =2y + 2y = eXcosx.



Equacions diferencials lineals d’ordre superior
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Principi de superposicié

Quan I'e.d.o. és de la forma L[y] = bi(x) + ...+ bk(x) i trobem
yi(x) tal que L[y;] = bi(x) per acada i=1,...,k, aleshores, una
solucié particular és p.e.,

Yo=y1+ ...+ Yk
Exemple Donada I'e.d.o.:
y" — 4y = x + cosx + 2e~ %,
busquem una solucié particular:

Yp=y1+y2+y3 = (ax + b)x + ccosx + dsinx + x(fe™ %),

on a, b,c,d, f sén constants adequades que trobem imposant que
¥p sigui solucié de I'edo.
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Sistemes d’equacions diferencials

Introduccid

Donat (a1, ..., a,) € R", considerem el PVI:

vl =al(t)yr + ...+ aL(t)yn + ba(t)

yh=al(t)yi+ ...+ a(t)yn + bn(t)

yl(to) =a1,... ,y,,(to) = a,

Una solucié del PVI esta formada per n funcions y1(t), ..., ya(t)
tals que, y/ = ai(t)y1 + ...+ al(t)yn + bi(t) i yi(to) = ai,
i=1,2,....n
Exemple
x' = 2x + 3y
Una solucié del PVI y'=2x+y és
x(0)=1,y(0) = -1
{x(t) =e",y(t) = —e7}.



Sistemes d’equacions diferencials

Notacié matricial

De forma equivalent, el PVI anterior, es pot escriure en forma
matricial: Y/ = AY + B, Y(t) = (a1,...,a,)", on

Y = (y1(t), ..., ya(t)T, B=(b1(t),...,bs(t))"

aj(t)
A= :
a7 (t) )
Una solucié del PVI és un vector Y(t) = (#1(t),...,dn(t))T que
verifica el sistema amb Y (ty) = (a1,...,an) .

Teorema '
Donat el PVI anterior amb a(t), bi(t) € C(/) (continues en /).
Aleshores, Vig € | existeix una tnica solucié

Y(t) = (¢1(t),...,dn(t))", definida en tot /.
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Reduccié d'un sistema a una equacié d’ordre superior

Exemple

xX'=y+1(1)
y'=x+1(2) "’
(1), obtenim: x” = y’. Substituint ara en eq. (2), obtenim I'edo
de 2n ordre:

Donat el sistema: { i derivant respecte t la eq.

X" —x=1.

Trobem ara la solucié x; = x, + x;. De I'eq. caracteristica:

r? —1 =0 deduim: x5, = cie! + cpe~t. Per conjectura prudent
busquem y, = A, on A és certa constant. Imposem que sigui
solucié: —A = 1. D’aqui,

t —t
xg = ce +ce " —1



Sistemes d’equacions diferencials
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Finalment, substituint en (1), trobem
Vg =Xg —1=cre! — et —1. Es adir,

we(55)(2)(3)

La substitucié anterior pot plantejar-se en termes de |'operador
derivacié D, tal com mostra I'exemple segiient:



Sistemes d’equacions diferencials
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X' =x—-y—t>(1)

Exemple Considerem el sistema: { Y = x 43y +2£2 (2)

Aillem x de I'eq. (1), obtenim
] 2
x =y — 3y —2t°.
Substituim en I'eq. (2):
y' =3y —at=(y -3y —2t3) —y — t2.
Es a dir:
y" — a4y’ — 4y = 4t — 3t%,

D’aqui, yg = yn + yp. Trobem y; a partir de I'equacié
caracteristica:

rP—4r+4=0(r—2)?2=0.
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Es a dir, y, = (c1 + cot)e®t. Per conjectura prudent, trobem una
solucié particular: y, = ap + art + a>t?, on a; sén constants que
fixem imposant que y, sigui solucié de I'equacié completa:

-1 -1 -3
2
y;)/—4y;,+4yp:4t_3t HQOZ?, 31:7, 3227.
Obtenim, L1 3
2 2
yg:(C1+C2t)et_§_§t_Zt .

Finalment, substituint en I'eq. (2) obtenim x,:

1 1
Xg = yé — 3y — 2t% = (2 — cl)e2t — ote’t — 3 + th.
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Reduccié d'una equacié d'ordre superior a un sistema

Una equacié diferencial lineal d'ordre n:
y(") + a,,_l(x)y("_l) + ...+ ao(x)y = b(x)

es transforma en un sistema d'equacions lineals de primer ordre
amb el canvi:

=y =y, yn=y b,
!/
i=»y

Vs =¥3

yrllfl = b(X) — ao(x)y1 — ... — a,,_l(x)y,,_l
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Operador L. Solucié general

Considerem I'operador L definit per L[Y] = Y'—AY. El sistema
Y’ = AY + B s'expressa com L[Y] = B, i el sistema homogeni
associat com: L[Y]=0.

Propietats

1. L és un operador lineal: L[Y1 + Ya] = L[Y1] + L[Y2], i
L[cY] = cL[Y], per a tota constant c.

2. Si Y1, Y2 s6n dues solucions de L[Y] = B, aleshores Y; — Y3
és una solucié del sistema homogeni associat
(L[Y1 — Y2] = 0).

3. Si Y, és una solucié de L[Y] = B, aleshores per a qualsevol
altra solucié Yz de L[Y] = B, existeix una solucié Y} de
L[Y] =0 tal que:
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Estudi del cas homogeni mitjancant valors i vectors propis
Considerem el sistema d'edo:
Y' = DY |,
on D = diag(A1,...,A\n), \i € R. Es a dir,
yi=Mn

)/rly = A\n¥n

D'aqui trobem:

{yl(t) = Cle)\ltay2(t) = CQe)\Qta R 7yn(t) = Cne)\lt}v

G, G, ..., C, constants.



Esa dir,

eht 0 e 0 G
0 e 0 0 G
Y = ]
0 0 eMt G,
Observacié
+o00 Xk
A partir de e* = Z L definim
k=0
+oo k +oo k +00 k
b~ (D)< . (Art) (Ant)*\
e —Z p = diag( PR . )=
k=0 k=0 k=0
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Mitjancant valors i vectors propis

Donada A € M« una matriu diagonalitzable, existeixen
P,D € My, tals que:

P~AP =D,

on D = diag(A1,...,An).
(P és la matriu que té per columna i-&ssima un vep de vap A;.)

Considerem ara el sistema d’edo:
Y =AY &
Y' = (PDP7 Y)Y & P 1Y' =DP 'Y & (P71Y) = D(PY).
Introduint el canvi de variable U = P~1Y, obtenim:

U = DU.



El sistema d'edos U’ = DU té solucié

eMt 0 ..
0 e*t 0

U=
0 ... 0

eMt 0 ...

0 ebt 0
Y =P

0 ... 0

G
G



A diagonalitzable en R

Exemple

x' =2x+ 3y
y'=2x+y
2 3
2 1)

Els vap's sén les arrels de ca(x) = det(A — xld) = (x — 4)(x + 1).

Per resoldre el sistema:{ , busquem els vap's i vep's

de la matriu de coeficients: A =

La base de vep's la trobem en els nuclis:
VAP -1 Nuc(A+ Id) =< (1,-1) >.
VAP 4 Nuc(A —4ld) =< (3,2) >.
D'aqui la solucié general és:

v 1 3 et 0 a ) _ e”t  3ett a
-1 2 0 e* C —e”t et o )’

on ¢, ¢ sén dues constants qualssevol.



Matriu fonamental

Propietats
1. /(t) = Ad(t), (cada columna és una solucid).
2. detd(t) #0

3. Per a qualsevol solucié Y}, de L[Y] = 0 existeixen cy, ...

c
tals que Y, = ®(t)

Cn

’CI'I

4. Per a qualsevol M € My, detM # 0, ®(t)M és una matriu

fonamental.



Matriu exponencial

Donada A € M« una matriu diagonalitzable, existeixen
P,D € My, tals que:

PDP~! = A,

on D = diag(A1,...,\n), aleshores:

k
A¥ = (PDP7Y)...(PDP™Y) = PDkP~1.

D’aqui,

= PPt~ = (PU)PTT (= (™) = Ae™).

Es a dir, W(t) = et és la matriu fonamental amb W(0) = /d.



Sistemes lineals no homogenis: variacié de parametres

Donat el sistema Y’ = AY + B amb matriu fonamental ®(t), el
sistema homogeni associat admet solucié

Y, = ®(t)C,on C=(c1,...,cn),ict,...,c,sén constants.

El metode de variacié de constants proposa una solucié particular
de la forma

Yo = ®(£)C(t), on C(t) = (cu(t),... calt))T,

on cada ¢j(t) és una funcié que trobem imposant que Y}, sigui
solucié del sistema complet.
Observem que:

Y, = o(t)' C(t) + &(t)C'(¢)



d’'aqui, imposant que sigui solucié:
d(t)' C(t) + (t)C'(t) = Ad(t)C(t) + B s'arriba a I'equacié:

o(t)C'(t) = B = C'(t) = o(t)'B.

x'=2x+3y+1
y'=2x+y-3

—t 4t
e e
o(t) =
-5 )
és una matriu fonamental del sistema homogeni ja que,

d'(t) = Ad(t), per A= ( g :1)’ ) i det(P(t)) =2e3t #0.

D’aqui, qualsevol altra solucié del sistema homogeni és de la forma
Yy = CD(t)C, on C = (C;[7 CQ)T, c,o € R

Exemple Donat el sistema homogeni: { es té

que



Busquem una solucié particular pel metode de variacié de
parametres: Yp = ®(t)C(t). Plantegem:

_ 1 et —¢t 1
C) =000 8= (o % ) ()
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| la solucié general és:
Ye=0(t)C+ Y, = _e—t ght + e

on ¢, ¢ sén constants.
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Esa dir,

Q2t @2t _ palt

Y, =
& et te c —
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