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Introduccié

Introduccid

La transformada de Laplace és un meétode directe i potent per
resoldre PVI amb (sistemes d') equacions diferencials lineals a
coeficients constants. Resulta especialment Gtil quan apareix una
funcié f(t) on:

e 0 bé, f(t) és discontinua (Funcié de Heaviside),

e 0 bé, f(t) és zero llevat un instant del temps (Funcié ¢ de

Dirac).

A partir d'un PVI amb incognita la funcié y = y(t), plantejarem
una equacié lineal amb la seva transformada, Y = Y/(s). Trobarem
Y (s) i a partir de recongixer la seva anti-transformada,
determinarem y = y(t).
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Definicié. Exemples. Teorema d’existéncia

Definicié. Exemples

Donada f : [0,4+00) — R, la transformada de Laplace de f:

+o0o A
F(s) = L{f(t)} :/0 e S'f(t)dt = lim /0 e *'f(t)dt,

A——~o00
si aquest limit existeix.
Exemples
1. f(t)=1—F(s)=1/s

A
—1 .
F(s)= lim / e dt = lim [—e ¥]i5) =

im — =

1—e % 1
A—+o00 S S

)

si s > 0, i no existeix per s < 0.
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Teorema d’existencia

2. f(t)=t —>F(s)—1/5
3. f(t) = e = F(s) = 1/(s — @)
4. f(t) = co (51“) = F(s) = /(s> + %),
g(t) =sin(t) — G(s) = B/(s* + §?)
5. f(t) = e’ (com exemple que no té transformada).

Teorema d’existéncia Donada f : [0, 4+00) — R complint:

(i) la restriccié de f sobre cada interval finit és continua a
trossos, i

f(t)] < Met, per t > a,

aleshores, existeix la seva transformada F(s) per s > .

(i) f és d'ordre exponencial ~, é

Les funcions complint (i) i (ii) s'anomenen admissibles.
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Propietats operacionals de la transformada

1. Linealitat:
L{af(t) + bg(t)} = aL{f(t)} + bL{g(t)}, Va,b € R.
2. Derivacié: Suposant f i f' admissibles, aleshores
L{F(6)} = s£{f ()} — £(0) — L{F'(1)} = sF(s) — £(0).
En general, £{f(")(t)} =
s"F(s) — s 1F(0) — s"72F(0) ... — sF("7D(0) — F1)(0).

Observacié En |'anterior relacid, si f no esta definida en 0, podem
substituir £(0),7'(0),. .. per lim;_ o+ f(t), lim;_o+ f'(t),....



Propietats operacionals de la transformada

Exemple
Donat el PVI:
Y'+y=5€", y(0)=2, y'(0) =1,
usem la propietat de derivacié per plantejar una equacié amb Y(s):
L{y(t)} = Y(s)
L{y'()} = sY(s) — y(0) = sY(s) — 2
L{y"(t)} = s*Y(s) = sy(0) — y'(0) = s*Y(s) — 25 — 1
£{e¥} = 1/(s - 2)

Transformant ara tota I'edo, obtenim:

5 252 —3s5+3
Y 241)-2s—1=—— 5 Y(s)= —— .
()4 1) =25 s R A E N )
D’aqui, usant la descomposicié en fraccions simples,
-1 1
Y(s) = ° 4+ —— = L{cost —sint + €t}

Cs241 s-=2



Propietats operacionals de la transformada

Teorema d'unicitat de la transformada de Laplace

Teorema

Siguin f(t), g(t) dues funcions admissibles, tals que F(s) = G(s)
per s > sg, aleshores f(t) = g(t) per a tot t on f, g siguin
continues simultaniament.

Observacié

Tot i que existeix una férmula d'inversié per calcular
I'anti-transformada d’una funcié donada, basarem el seu calcul en
la identificacié de transformades de funcions conegudes. Un punt
clau del procés, sera la descomposicié en fraccions simples.

Exemple
Resoleu el PVI:
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Resolucié de sistemes d'edo lineals a coef. constants
Exemple A partir del PVI:

x'=x+4y +et
Y =x+y+et

x(0)=2,y(0)=1

plantegem: L{x(t)} = X(s) L{y(t)} = Y(s).
Transformant el sistema d'edos, obtenim:

{sX(s)—2:X()+4Y() 11

SY(s) 1= X(s) + Y(s) + oy
{ (s —1)X(s) —4Y(s) =2+ L5
~X(s)+(s—1)Y(s) =1+ L

Aillem X(s), Y(s), pe, usant Cramer:



Propietats operacionals de la transformada

2s—1)(s—1)+4 11 1 1 1 1
oy @=D=Dwds 1111 1
(s—1)2—4)(s—1) 4s—-3 4s+1 s-—1
oo Se-D+2-1 11 11 11
C((s—12—-4)(s—1) 8s—3 8s+1 4s—1
D’aqui,
11 1
x(t) = Ze‘?’t + Ze_t —ef,
11 1 1
y(t) = =3 — Ze t — et

8 8
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Altres propietats

3. Integracié

S

(Idea: g(t fo f(u)du — g'(t) = £(t))
4. Multlpllcaao per t:

o / wydu} = F6).

d
L{tF(6)} = =~ (F(5))
Exemples
41 Litety = -2t i (5_11)2-
13 4%

42 £(%) = ()P = o



Altres propietats

4. 4.3 Quina funcié y = y(t) té transformada:
1 d, 1

Y(s)= =—— ?
() (s —2)2 ds 572)
4.4 Quina funcié y = y(t) té transformada:
2s 11, d 1
Y =V = — = — —(——(—— =
(s) (s2+1)2  2s5(s2+41)2 25( ds(52+1))
—11£{tsint}—1/tusinudu— —1(—tcost+sint)
- 2s 2/ T2 '
—4
4.5 Quina funcié y = y(t) té transformada: Y(s) = ﬁ?
1

4.6 Quina funcié y = y(t) té transformada: Y(s) = (s — 43



Altres propietats

5. Divisié per t.
Si f(t)/t és admissible, (en particular, existeix
lim; o+ f(t)/t.)

+o0
E{f(tt)} :/s F(u)du

(Idea: g(t) = f(t)/t...).

Exemples
t
5.1 E{ﬂ} = — —arctans
cos(at) 1 s
52 L =In
{ . b=h e

at b

5.3 E{ } = In>

s—a



Altres propietats

6. Multiplicacié per e“t.

L{e"F ()} = F(s - ).

Exemples
1
6.1 3t o tyh = ————
L{e’*sint} 2 65+ 10 ;
6.2 Quina funcié y = y(t) té transformada: m?
1

6.3 Quina funcié y = y(t) té transformada: ——————7
Quina funcié y = y(t) té transformada 4559



Altres propietats

7. Translacié. N
Donada f : [0,4+00) — R, considerem la funcié f, definida
. — it> a
per: f5 = { ft—a), sit>a . Aleshores,
0, en cas contrari.

L{f,} = e SF(s).

—s
Exemple Quina és la funcié y = y(t) amb Y(s) = € 7

52
8. Canvi d’escala
Considerem a > 0. Aleshores,

cif(a)y = 2R

Exemple L{cos(at)} = i(s/j)/za—i—l



Altres propietats

9. Funcions periodiques.
Considerem una funcié f = f(t), periddica de periode T, és a
dir, f(t+ T) = f(t) per a tot t. Aleshores,

T —st
L{F()} = fole_ef(s?dt.

Exemples
. 1, 0<t<l L
9.1 Considerem f(t) = { 1 1<t<2 estesa periddicament,
s
és a dir, f(t+2) = f(t). Aleshores L{f(t)} = (1_’_725)
9.2 Considerem f(t) =t,si0<t<1,if(t+1)=F(t).

1—e*(1+s)

Aleshores L{f(t)} = m
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10. Valors inicials i finals
(a) “T F(s)=0.

A més, si f'(t) és admissible i existeixen els limits indicats:

(b)
Ji 79~ i)

(c)
lim f(t) = SIi_n’r})sF(s).

t—+4o00
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Inversié per c

Inversié de fraccions simples
P(s)
Q(s)
polinomis. Per trobar la seva transformada inversa, descomposem
la fraccié com a suma de fraccions simples.

,on P, Q sén

Donada F(s) de tipus racional, és a dir, F(s) =

« arrel de multiplicitat r de Q(s)

on A; sén constants.
En aquest cas,

Ak _ Ak (_l)k—l(_l)k—l(k — 1)! _
(s—a)k (k—=1)! (s — a)k
A L£{th"1eot},



Inversié per c
00000

Arrels complexes

a + () arrel de Q(s) Aleshores oo — (3j és una arrel de la mateixa
multiplicitat de Q(s).

Multiplicitat 1 En aquest cas, la descomposicié en fraccions
simples:

As+ B
(s —a)?2 432
on A, B sén constants. Plantegem:
As+B  A(s—a) +Aa+B o] B
G—aP+@ (s-aP+@ B (-aP+®
L{A cos(5)} + £{29T B et gin(e)}.

g



Inversié per c
@0000

Multiplicitat 2 En aquest cas, la descomposicié en fraccions

simples:
As+ B Cs+D

G—al+®  ((s—a)+ )P

on A, B, C, D sén constants. Estudiem el segon terme:

Cs+D C 208(s—a) Ca+D

(G—aP+PP  28((s—aP+@P " (s—aP+PP
Ara bé,

(o e~ £l 0




O®000

Estudiem la resta,

1 1 (s—a)P4+ - (s—a)+5%
(s—a)+p82)? 282 ((s — @) +p2)? a
D’aqui,
1 B 1 (s—a)P-p _
2B (s—a)2+ 02 282 ((s—af+P)?
per tant,
253 —=L{e*sin(fBt)} — 2ﬂ2 — L{te*" cos(Bt)}.
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Alternativa 1

1 t 1
(CED T2 = L{e®"f(t)}, on F(s) = (RN

Ara bé,

1 _ 253 1 d 3 B
(52 +ﬁ2)2 - 255(52 +B2)2 - ﬁ <ds (52‘i‘ﬁ2)> =
1 t
— %ﬁ{/o Esin(Bt)dt}.

Integrant per parts,

% /Ot tsin(Bt)dt = % (—; cos(Ot) + % sin(ﬁt)) .

Es a dir,

oy e (a0 i)



Inversié per c
[e]e]e] o]

Alternativa 2

Treballant amb nombres complexos. Una arrel a + Gj (i la seva
conjugada) de multiplicitat r déna lloc a

Al + Al + + Ar + Ar
s—a=fj s—a+pj T (s—a-pj) (s—a+pj)r

on A;, A; € C sén constants conjugades. Escrivint A, = |Ax|e?*:

_ Ak Ax
£t — + .
ma—F " Goarmr
Akl k1 i platBi)t |'_4k| k=1 _—pij (a—PBj
= o _ K g Prj ola—B))t
(k—l)!t e"e +(k—1)! € e
| Ak|

=2

k—1 ot
(k—l)!t e“* cos(fBt + ¢k).



Inversié per c
0000e

Repas de descomposicié en fraccions simples

Una manera de calcular els coeficients de la descomposicié amb
fraccions simples d'una funcié racional:

P(S) Ak

—— =%, ,—7 + R(s)

Q(S) k—l( ;

s —a)k
on A; sén constants i R(s) és una funcié racional amb
denominador que no s'anul-la en «:

A = (S o a)r P(S) ‘s:a ’ A 1= i <(S . Oé)r P(5)> ‘s:a

Q(s) ds Q(s)
En general,
_ d* r P(s
Arfk - %f ((5 - Ck) Q%s%) ’Sza
Exemples
1 2
1 — - 5 s°+3

st + 52 s*—s3—s2+s
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Funcié de Heaviside
Considerem el PVI:

y'+y=£(t), y(0)=2, y'(0) =1,

fi(t), 0<t<a
on f(t) =< ft), a<t<b; Aleshores,
i(t), b<t

a b 400
F(s) :/ GStfl(t)dt+/ e“fz(t)dt+/ e *'f(t)dt.
0 a b

Per treballar amb aquest tipus de funcions introduim:

0, t<0;
ut)=91 o<t

0, 0<t<a

D’aqufu(t—a):{ 1 a<t



Exemples

a<t<b;
altrament.

1. La funcié g(t) = { (1)’ es pot descriure com

g(t) =u(t—a)— u(t—b).

f(t), 0<t<a;
2. La funcié f(t) = { fr(t), a<t<b; espot descriure com:
fi(t), b<t,
f(t) =

f(t)(u(t) —u(t—a))+h(t)(u(t—a) —u(t—b))+f(t)(u(t - b))

= f(t) + (2(t) — A(t))u(t — a) + (B(t) — £(t))u(t — b).



La seva transformada:

e—sa

+o00
Clu(t — a)} :/a st —

S

En particular,
1
<

L{u(t)} =

Ara bé, per la propietat de translacid,

L{f(t —a)u(t —a)} = e *?F(s).




Exemples

. La funcié f(t) = { fﬁ g i ;< 2 es pot descriure com:
f(t) = ( (t) — u(t = 2)) + t2u(t - 2)
= 8u(t) + (¢ = 8)u(t —2)
= 8u(t)+ ((t—2+2)?—8)u(t—2)
= 8u(t)+((t—2)°+4(t—2)—4)u(t —2).

D'aqui, la transformada és:

2 4 4
F(s):§+e_2s<+—>.

3 s2 s



s+3

e ™. Co
5241 m

2. Quina funcié f(t) té transformada F(s) =

s+3_ S n 3
241 241 241

= L{cost + 3sint},

obtenim
F(s) = L{(cos(t — ) + 3sin(t — 7))u(t — m)}.

Es a dir,
f(t) = (—cost —3sint)u(t — ).



3. Considerem el PVI:

y'—y=f£(t), y(0)=0, y'(0) =1,

1, 0<t«1;
on f(t)—{ 1L 1<t
Plantegem f(t) =14 e?tu(t —1) =14 2(-D+2y(t — 1) =

=1+ 22t Dyt —1).

D’aqui,
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La funcid ¢ de Dirac

Considerem el PVI:
y'+y=1f(t), y(0)=2, y'(0) =1,

on f.(t) és una funcié que s'anul-la llevat un cert interval
le = [a,a + €], on agafa valors molt alts.
La funcié f.(t) és desconeguda, perd en canvi, si que es coneix el

valor de la integral:
B
A= / f(t)dt,

sia<a<a+e<p.



Exemples

1. Considerem un massa lligada a un resort elastic, que és
colpejada per un martell en I'instant t =0, i li comunica un
impuls total de A, durant l'interval [a, a + €].

2. En un circuit senzill en serie, és produeix un canvi brusc de
tensié en l'interval [a, a + €].

(t)—Rl+L— c/

dl d2l 1
fe(t) = R— dt2 + EI(t).

El canvi de tensid en [a, a + €] és igual a A.

Si derivem:



D’ara en endavant assumirem que A = 1.

La funcié fy(t), no és una funcié en el sentit de les estudiades en
cursos anteriors, ja que la seva descripcié passaria per a fer limit
f(t) quan € — 0, és a dir,

fb(t):()? t7£a;
{ P hy)dt=1, a<a<p.

Ara bé, per treballar amb funcions impulsives no és necessari
coneixer la funcié. El que cal és poder integrar productes on
aparegui com a factor.



Lema

Si g(t) és continua en [, 3], aleshores

lim /Bg(t)f;(t)dt = { g(a), pera<a<p;

e—0J, 0, altrament.

demostracié Estudiem el cas o < a < . Com a < 3 existeix € tal
que @ < a < a+ € < 3, per tant,

%} a+te
| ewrod= [ et

Considerant: me = minj,, a+E] g(t) i Mc = max, .4 g(t), acotem:
me [ZTf(t)dt < [T g(t)f(t)dt < M. [T £(t)dt.

a
Pero, per la contmwtat de g(t): lime_ome = g( ) = lim._o M..
En els altres casos, sempre podrem trobar un ¢ pel qual la funcié f.

s'anul-la en el domini d'integracid.



Definicio

La funcié §(t — a) és la funcié que fa que per a tota funcié
continua g(t):

/ﬁg(t)(s(t—a)dt: { g(a), pera<a<p

0, altrament.
D’aqui,
+00
5{5(15—3)}:/ e~ (t — a)dt = e
0

En particular, per a = 0 obtenim:

L{5(t)} = 1.



Exemple
Per resoldre el PVI:

y"+y=36(t—m), y(0) =1, y'(0) =0,
transformem |'equacié (usant les c.i.):
s2Y(s) — s+ Y(s) =3e7™,

aillant Y(s) obtenim:

S 3
Y(s) = + e ™
(s) s2+1  s2+41
Identificant la transformada inversa:
cos t, 0<t<m

y(t) = cost+3sin(t—m)u(t—m) = { cost—3sint. t> 1



Dividir i multiplicar per s

Dividir per s:
t
Fls) = £{/ f(u)du}.
s 0
Multiplicar per s:

sF(s) = L{f'(t) + F(0)4(t)}.

Exemples
3
1. Troba una antitransformada de L
s(s®+4)
s(s+3)

2. Troba una antitransformada de

s2+4
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Convolucié

Quan la transformada d'una funcié y(t) és producte de dues
transformades conegudes: Y(s) = H(s)F(s), on F(s) = L{f(t)} i
G(s) = L{g(t)}, a partir de la convolucié de f i g és possible
calcular y.

Definicié La convolucié de f amb g es defineix:

(fxg)(t) = /Ot f(t— u)g(u)du.

Exemples
1. f(t) = t?i g(t) = 1. Calculem (f x g)(t) =

= /Ot(t — u)2du = /Ot(u — t)zdu = [%(u _ t)2]zz(t) _ %t3,



2. f(t) =costig(t) =cost. Calculem (f x g)(t) =
t 1 t
= / cos(t — u)cosudu = 5 / (cos t + cos(t — 2u)du =
0 0

t

1 1
= —tcost — Zsin(t —2u)| = E(tcost +sin t).

2

0
Algunes férmules trigonometriques:

1

cosAcos B = i(cos(A + B) + cos(A — B))
-1

sin Asin B = 7(cos(A + B) — cos(A — B))

1
sin Acos B = E(sin(A + B) +sin(A— B))
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N

o

Propietats

frg=gx*f
fx(g+h)y=Ffxg+fxh
fx(gxh)=(fxg)xh
fx0=0xf=0

Ara bé, compte perque en general.
f«1%#f (Exemple 1.)

6. f*f # f2 (Exemple 2.)

Altres propietats Inversié per c
00000



Introduccié Definicié. Exemples. Teorema d’existéncia Propietats operacionals de la transformada Altres propietats Inversié per c

Teorema de convolucid

Teorema
L{(f = g)(t)} = L{f (1)} - L{g(t)}-

Exemples

1. Considerem H(s) = 2(%, és a dir,
s?(s®+a

g(s) = L{f(t)} - L{g(t)}, on f(t) =t i g(t) =sin(at).

aqui,

at — sin(at)
a2 '

h(t) = (fxg)(t) = /0 (t—u)sin(au)du = ... =



2. Considerem el grup de PVI:
y'+y' =1(t), y(0) =0, y'(0) =0,
transformem I'equacié (usant les c.i.):
s2Y(s) +sY(s) = F(s),

aillant Y(s) obtenim:

Y(s) 1F(s):<1— ! >F(s).

T 24 s s+1




Com = — —— = L{1 — e '}. La transformada inversa és
s s

7o) = (h=(o) [ (L &) F(u)d,

on h(t) =1— e *. Expressié que déna de forma compacta les

solucions del PVI a partir de la funcié f(t).

Observacio

La funcié o s'anomena funcié de transferéncia del sistema i la
s°+s

seva transformada inversa, s'anomena funcié resposta a I'impuls.
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