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Aplicacié lineal
Una aplicacié f : E — F entre dos K-ev (K =R o C) és lineal si:
o f(u+v)="f(u)+f(v), per a tota parella u,v € E, i
o f(au) = af(u), peratota € K, i peratotue E.

Equivalentment,
o f(au+ Bv) = af(u) + Bf(v), per a tota o, 5 € K i per a
tota parella u,v € E.
Exemples
1. f:Ry[x] — Ry[x] definida per f(axx?+ aix+ ap) = 2axx + a1
2. f : R[x] — R definida per f(p(x)) = p(0).
3. f: Mpxn(R) — R definida per f(A) = Tr A.

Perd no ho és I'aplicacié que a cada matriu quadrada i
assigna el seu determinant (si n > 1).

. i Mmxn = Mpxm definida per f(A) = At
. f:R2 — R3 definida per f(x,y) = (x +y,x — 2y,0).

(G2 N
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Propietats
1. f(0g) =0f i f(—v)=—f(v)
2. Ej és un s.v. de E aleshores f(Ej) és un s.v. de F.

De fet, si E; =< vq, v, ..., v, > aleshores,
f(E1) =< f(v1),f(wva),...,f(vk)>.

= f(E) s’anomena imatge de f i s'escriu Imf.

3. F1 ésun s.v. de F aleshores f"1(F;) és un s.v. de E, on
fYFR)={ueE: f(u) € F}.
= f~1({0f}) s’anomena nucli de f i s’escriu Nuc f.
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L'espai vectorial de les aplicacions lineals

El conjunt de les aplicacions lineals de E en F (com K-ev) es
denota amb Lx(E, F). Considerem f,g € Lx(E,F)i X e K.

Suma f + g és I'aplicacié (lineal) definida per
(f + &)(u) = f(v) + g(uv).
Producte per escalar \ - f és I'aplicacié (lineal) definida per
(X F)(u) = M (uv).

Aquestes dues operacions defineixen una estructura d'espai
vectorial en Lk (E, F).
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Unicitat de I'aplicacié

Proposicié

Donada una base B = {uj: i € I} de E i un conjunt (qualsevol)
de vectors {w; : i € I} de F, existeix una tnica aplicacié lineal
f:E— F tal que f(uj)) =w;, i €.

Observacions

1. Per trobar la imatge de qualsevol altre vector u € E,
considerem la combinacié lineal (dnica) u =} ;. a;u;.

Aleshores,
f(u) = Z Qjw;.
i€l

2. Es a dir, ['aplicacié lineal queda determinada si coneixem les
imatges d'una base de I'espai E.
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Matriu d'una aplicacié lineal

Sigui By = {u;}]_; una base de E i B, = {v;}1"; una base de F.
Les imatges de B; per f expressades en B;:

Fu) € Fo fui) =Ty alvy — f(u) = (a},2%,...,a")g,.

La matriu associada a f en les bases By de E i By de F és:

al ... & e
1 n (la columna i-éssima sén les co-
: . ordenades de f(u;) en la base
a’ ... a7y de F.)
Propietat
1 1
a; ... ajp a1 e onuckE,
= 3 u:(alv"'van)Bl
ai’ ... ay Qo Bm f(u) = (B1,---,Bm)B,-
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Demostracié Com I'aplicacié f és lineal f(u) =

n m m n

= Qi) =D aif(w) =D i aly) =D (Y wid)y;.
i=1 i=1

=1 j=1 j=1 i=1

Exemples

1. f:Ry[x] — Ry[x] definida per f(apx? 4 a1x + ag) = 2axx + a1
La matriu associada a f en les bases {1, x,x?} de Ry[x] i

.. (010
{1,x}de]R1[x]es.A—(0 0 2>.

2. f : Ry[x] — R definida per f(p(x)) = p(0).
La matriu associada a f en les bases {1,x,x?} de Ry[x] i {1}
de R és: A:( 1 00 )
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3. f: Mayx2(R) — R definida per f(A) = Tr A. La matriu
associada a f en les bases

o) (o0) (o) (o))
de Moy i {1} deRés: A=(1 0 0 1).

4. f : Maxo — Moy, definida per f(A) = A, La matriu
associada a f en la base (sortida i arribada)

o) (aa)(20) (7))

de M2><2 és: A=

o= OO
= O O O

0
1
0
0

OO o
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5. f : R? — R3 definida per f(x,y) = (x +y,x — 2y, x — y). La
matriu associada a f en les bases {(1,0),(0,1)} de Ry i
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} de Rs és:

1 1
A= 1 -2
1 -1

Observacio Si A és la matriu associada a f en les bases By de E i
B, de F i té inversa, aleshores, A~1 és la matriu associada a 1
en les bases B, de F i B; de E.
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Matriu de la suma/producte per escalar

Propietats

Donats dos K-ev. E i F, i

dues bases, By = {u;}]_; de E i B, = {v;}"; de F.
Considerem

f,g € Lk(E,F), i A BE Mpxn.

Si A és la matriu associada a f i B la matriu associada a g en les
bases B; de E i B, de F, aleshores

(i) A+ B és la matriu associada a f + g,
(i) AA és la matriu associada a Af,
en les bases B; de E i B> de F.
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Matriu de la composicié

Propietats

Donats tres K-e.v. E, F i G i les bases

Br = {ui}]_, de E, Bo = {v;}; de F i By = {ex}}_; de G.
Considerem

feLlk(E,F), g€ Llk(F,G),i A€ Mmxn BE Mjxm.

Si A és la matriu associada a f en les bases By de E i B, de F,
B és la matriu associada a g en les bases B, de F i B3 de G
aleshores,

(i) gof és una aplicacié lineal de E en G, i

(i) BA és la matriu associada a g o f en les bases By de E i B; de
G.



Aplicacions lineals
@00

Nucli i imatge d'una aplicacid lineal
Donada f € Lk(E, F):
Nuc f={uecE: fluy=0}ilm f={f(u): veE}
Proposicié f € Lx(E, F) i E un e.v. de dimensié finita, aleshores

dim E =dim Nuc f +dim Im f.

Demostracié Considerem una base {vi, ..., vk} del Nuc f (si
aquest és diferent de 0) i I'ampliem a una base
{vl,...,vk,vkﬂ,...,v,,} de E.

Aleshores, {f(Vvk+1),...,f(vn)} és una base de Im f. (Cal
demostrar que sén s.generadors i l.independents).

Proposicié
f e Lk(E,F) f és injectiva si i només si Nuc f = 0.
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Notacié La dimensié de Im f s’anomena rang de f (rg f).
Una aplicacié lineal:
e injectiva s'anomena monomorfisme.
e exhaustiva s'anomena epimorfisme.
e bijectiva s'anomena isomorfisme.
e d'un espai en si mateix s'anomena endomorfisme.
Un automorfisme és un endomorfisme bijectiu.
Proposicié
f e Lk(E,F), {ui}!_; una base de E. Aleshores,
e Si f és monomorfisme {f(u;)}"_; sén |. independents.
e Si f és epimorfisme {f(u;)}"_; sén uns. de generadors de F.
e Si f és isomorfisme {f(u;)}7_; és una base de F.

Corol-lari Si existeix un isomorfisme entre E i F (escriurem
E ~ F), aleshores, dim E = dim F. En cas de dimensi6 finita, si
dim E =dim F < +00, aleshores E ~ F.
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Proposicié Si dim E i dim F < 400
dim Lk(E,F) =dim E -dim F.

Exercicis f € Lx(E, F). Considerem {u;}%_; C E un conjunt
(qualsevol) de vectors.

1. {u;}k_, s6n I.d. aleshores, {f(u;)}%_; sén I.d. Per tant, si
{f(u;)}_; s6n Li. es té que {u;}*_; sén L.

2. Suposem que f és un monomorfisme. Si {u;}% | sén Li.
aleshores, {f(u;)}%_; sén Li. Per tant, {f(u;)}%_, sén I.d.
implica que {u;}%_; sén I.d.

3. Suposem que S C E. Aleshores, f(< S >)) =< f(S) >. En
particular, E =< S > implica Im f =< f(S) >. (Les imatges
d'un sistema de generadors de E sén un sistema de generadors
del subespai imatge.)
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Canvis de base i aplicacions lineals

Fixades B; base de E i B, una base de F, a tota f € Lk(E,F) li
correspon una matriu associada A. Si canviem les bases (una o les
dues) obtindrem una nova matriu associada B.

Objectiu: Veure que les matrius A i B estan relacionades a través
de les matrius de canvi de base dins de cada e.v.

Considerem el diagrama segiient:
El e L Pl F
la composicié d'aquestes aplicacions:
ldeofolde =f

ja que: (Ide o f o Idg)(u) = Idp(f(Ide(u))) = Idr(F(u)) = f(u).
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Donades B;, Bj bases de E i By, B} bases de F, considerem:

e P la matriu associada a Idg en les bases Bj de sortida i By
d'arribada. Es a dir, la matriu que té per columnes els vectors
de la base de Bj expressats en la base B;. Observem que
aquesta és la matriu de canvi de base de Bj a B; en l'espai E.

e A la matriu associada a f en les bases By de sortida i B>
d'arribada. Es a dir, la matriu que té per columnes les imatges
dels vectors de la base de B; expressats en la base Bo.

e @ la matriu associada a Idg en les bases B} de sortida i By
d'arribada. Es a dir, la matriu que té per columnes els vectors
de la base de B} expressats en la base B>. Observem que
aquesta és la matriu de canvi de base de B} a B> en I'espai F.

Aleshores, la matriu associada a f en les bases B{ de E i Bé de F
és:
QAP

ja que, Egy 5 Eg, — Fg, ™ Fgy & Idp o f o Idg = f.
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Donades B;, Bj bases de E i By, B} bases de F, considerem:

e P la matriu associada a Idg en les bases Bj de sortida i By
d’arribada. Es la matriu de canvi de base de B} a B en
I'espai E. Es a dir,

PUB{ = up;-

e A la matriu associada a f en les bases By de sortida i B>

d'arribada. Es a dir,

Aug, = f(u)s,.

e @ la matriu associada a Idg en les bases B} de sortida i By
d'arribada. Es la matriu de canvi de base de Bj a B; en
I'espai F. En particular,

Q ' (u)s, = f(u)gy.

Aleshores, la matriu associada a f en les bases By de E i B) de F
és: Q@ LAP. Ja que,

(Q'AP)ug; = Q' A(Pug;) = Q-1(Aup,) = @ f(u)s, = f(u)g,.-
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La matriu associada a f : R3 — R? definida per

f(x,y,z) =(x+2y —z,x+y), en les bases

B. ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} de Rz i B. = {(1,0),(0,1)} de
Ry és: A= 1 i (1)

Introduim les bases

Bi = {u1 =(1,1,0),ur = (1,0,1),u3 = (0,1,1)} de R3 i

Bé = {Vl = (]_, ].), Vo = (1, —]_) de R2.

Per trobar la matriu associada en les bases B] de R3 i B} de Ry,
podem optar per dues opcions:

Opcidé A
flu) =(3,2) = 3(L 1)+ 3(1,-1) = 3vi + 3w
Trobem { f(w2) = (0,1) = 3(1,1) — 3(1,-1) = 3v1 — 3w
f(us) =(1,1)=(1,1)=vi + 0wy
Aleshores, la matriu és: B= < % % 1
3 2 0



Aplicacions lineals
0000e

Opcié B
Trobem la matriu P de canvi de base en R3 de B a B. i la matriu
Q de canvi de base en Ry de B a B..

1 10

(101 )a-(1 1)
011

Aleshores, la matriu associada a f en les bases B] de R3 i B} de

R2é$2
an a3 0 1Y)
arap=a (31 1) =(

NI=N|O1

O =
~

NN =
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Aplicacions lineals i sistemes
Donat un sistema d'equacions lineals a coeficients en K (R o C):

aiixi +apxe + ...+ anxp, = by,
axiX1 + amxo + ...+ amxp, = by,
amiX1 + ameXo + ...+ amnXn = bm.

Podem identificar-lo amb una aplicacié lineal de K" en K™ que en
les bases canoniques té matriu associada A.

ajl aw ... ain X1 by

a1 axp ... ax X2 by
Ax = b: ) ) ] ) =

dml dm2 --- dmn Xn bm

D'aqui que, les solucions del sistema sén les antiimatges de b per
I"aplicacié lineal.
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Existencia de solucions
Existeix un vector x € K" tal que f(x) = b si i noméssi b € Im f.

Es a dir, si i només si,
< f(e1),...,f(en) >=<f(e1),...,f(en), b>,
on {ej}"_; és la base canonica de K". Pero com,
< f(e1),...,f(en) >C< f(e1),...,f(en), b>
aixo passa, si i només si, rg f =dim < f(e1),...,f(en), b > .
Es a dir, si i només si,
rg A = rg(A|b).
En aquest cas, es té que f és
e injectiva si i només si rg A = n (solucié tnica).
e exhaustiva si i només si rg A= m.

e bijectiva sii noméssirg A=n=m.
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Principi de superposicié
En una aplicacié lineal f dos vectors x, y tenen la mateixa imatge:

f(x) = f(y) si i només si, x — y € Nuc f.
Aixi, donada una solucié x del sistema f(x) = b, qualsevol altra
solucié y del mateix s'expressa com:
y=x-4u,u € Nuc f.

Exemple
X+y+z = 2
El sistema X—z = 2 té matriu ampliada
X+2y+3z = 2
(intercanviant les equacions 1la i 2a)

10
(Ab)=[ 1 1
1 2
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10 -1]2 10 —1]2
Ab)=[ 11 1 (2|01 2]0
12 3|2 02 410

D’'aqui obtenim el sistema equivalent:

{ yx+—2§ i g — {z=—-14y; x = —11z}.

Es a dir, {(2+ z,—2z,z) = (2,0,0) 4+ z(1,—2,1) : z qualsevol}.
Observem que:

¢ (2,0,0) és una solucid, i que
e Nuc A=< (1,-2,1) >.
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Diagonalitzacié de matrius

f € End(E) amb dim E < +00 és diagonalitzable si existeix una
base B’ = {u;}?_; tal que la matriu associada és diagonal:

A0 ... 0
: 0
0 ... 0 X\,

Es a dir, si existeixen uns vectors B’ = {u;}"_; linealment
independents i unes constants {\;}"_, tals que f(u;) = \ju;, per a
totai=1,...,n.

Si A és la matriu associada a f en la base B, i P és la matriu de
canvi de base de B’ a B, aleshores P~LAP és una matriu diagonal.

Direm que A € M« és una matriu diagonalitzable si existeix una
matriu P € M, «, tal que P—1AP és una matriu diagonal.
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Valors i vectors propis

Donada A € Mpxn(K) i un vector v € K", v # 0, direm que v és
un vector propi de valor propi A € K si Av = A\v.

Exemple
El vector v = (—11,—1,14) és un vector propi de valor propi —2
2 -2 3
de la matriu A = 11 1 , ja que
1 3 -1
2 -2 3 —11 22
11 1 -1 = 2
1 3 -1 14 —28
Esa dir,
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Observacié v # 0. Les frases seglients sén equivalents.

e v és un vector propi de valor propi A de la matriu A.

e Av = )v.

e Av — v =0.

e (A—Ald)v =0. Es a dir, si i només si, v € Nuc(A — \d).
D'aqui obtenim:
Proposicié
A és un valor propi de A si i només si, det(A — Ald) = 0.
Demostracié
A és un valor propi de A € My, si i només si, Nuc(A — \ld) # 0.

Es a dir, si i només si, dim Im(A — \d) < n. | aixd passa, si i
només si, det(A — \ld) = 0.
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Polinomi caracteristic
Donada una matriu A = (a}) € M, construim el polinomi:

1 2 1
aj 5 X 232 - 3,2,
ap  as—x ... a;
det(A — xld) =
0
ay ay ... ap—x

S’anomena polinomi caracteristic de la matriu i es denota amb
ca(x). Les seves arrels sén els valors propis de la matriu.

2 -2 3
Exemple El polinomi caracteristic de A = 1 1 1
1 3 -1
2—x =2 3
ca(x) = det(A — xId) = 1 1—x 1
1 3 —-1—x

D’aqui, substituim F3 — F3 — F» obtenim
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2-x -2 3 2-x -2 3
= 1 1-x 1 |=@+x)| 1 1-x 1
0 2+4x —2-x 0 1 -1

| substituint la G, per C3 + G obtenim:
2—x 1 3
=2+4x)| 1 2-x 1 |=-Q+x)(2-x)?-1)=
0 0 -1

ca(x) = —(2+x)(3—x)(1 — x).

Els valors propis de la matriu sén les arrels de ca(x): {—2,1,3}.
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Proposicié
Vectors propis de valors propis diferents sén |. independents.
demostracié Per induccié. Suposem que v; és un vep de vap \; de
A peri=1,...,m,ique)\; # \jperi+#j.
e Sim=1, vy és . ind., ja que per definicié v; # 0.
e Suposem cert el resultat si tenim r vap's diferents.
Considerem: ajvy + ...+ a,vy + a,r11v,41 = 0. D'aqui,
(A= Mp1ld)(oavi + ...+ arve + ary1ver1) = 0. Es a dir,

041()\1 — )\r+1)V1 + ...+ ar()\r — )\,+1)v, =0,

una comb. lineal igualada a zero de vectors, que per h.i. sén
[. ind. Per tant, els seus coeficients han de ser tots zero:

a1t M = A1) =...=a, (A — Ary1) =0

— a1 =...=a, =0. De retruc, també a,;11 = 0.
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Exemple
2 -2 3

A= 1 1 1 és diagonalitzable, ja que el seu polinomi
1 3 -1

caracteristic ca(x) = —(2 + x)(3 — x)(1 — x), té tres arrels

diferents. Es a dir, A té tres vap's diferents: \1 = =2, \p =11
A3 = 3. Com cada vap aporta un vep, i vep's de vap's diferents
sén |. ind., podem completar una base {u1, up, uz} (on u;
representa un vep de vap ;).
D’aqui, P-1AP = D, on:

e P és la matriu que té per columnes els vectors de la base

{u1, u2, u3},
e D és la matriu diagonal D = diag (A1, A2, A3).

A partir dels vap’s trobem una base de vep's.
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Vector propi de valor propi \; = —2.
Plantegem:

4 -2 3
1 3 1 1 3 1
A+2ld = 1 3 1 — ( > — < > .
13 1 4 -2 3 0 —-14 -1
El nucli de A+ 2/d sén els vectors solucid del sistema:

{ x+3y+z =

0
-z — 0 — {z=—-14y;x = —11z}.

Es a dir, Nuc(A + 2/d) =< (—11,1,—-14) > i uy = (—11,1, —14)
és un vector propi de valor propi —2.
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Vector propi de valor propi A = 1.

1 -2 3 1 -2 3
Plantegem: A—Ild=| 1 0 1 -1 0 2 =2

1 3 =2 0O 5 -5

1 -2 3 . , .,
— 0 1 -1/ El nucli de A — Id sén els vectors solucié del
sistema:
x—2y+3z R
{ y—z = 0 —{z=y;,x=—z}.

Es a dir, Nuc(A — Id) =< (=1,1,1) > i up = (—1,1,1) és un
vector propi de valor propi 1.
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Vector propi de valor propi A3 = 3.

-1 -2 3
Plantegem: A —3/d = 1 -2 1 —
1 3 -4
-1 -2 3
0 —4 4 |- ( _01 _12 _i).a nucli de A — 3/d
0 1 1
sén els vectors solucié del sistema:
—x—2y+3z o
{ Yoz = 0 —{z=y;x =2z}

Es a dir, Nuc(A — Id) =< (1,1,1) > i u3 = (—1,1,1) és un vector
propi de valor propi 3. D'aqui, la matriu:

~11 -1 1 -2 00
P= 1 1 1| —>pPtAP= 0o 10|. O
~14 1 1 0 0 3
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Exemple
4 1 -1

A= 2 5 =2 | té polinomi caracteristic:
11 2

ca(x) = (3 — x)?(5 — x).

D’entrada, no podem afirmar que la matriu sigui diagonal perque
només tenim dos valors propis diferents: 3 (amb multiplicitat
algebraica 2) i el 5 (amb multiplicitat algebraica 1).

Hem d’estudiar si és possible completar una base amb tres vep's
l.independents.
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Vector propi de valor propi A\; = 3.

Plantegem:
11 -1
A-3ld=|2 2 -2 |—=(11 —-1)
11 -1

El nucli de A — 3/d sén els vectors solucid del sistema:
{x+y-2z = 0 > {z=x+y}.

Esa dir,

Nuc( Id) ={(x,y,x+y)=x(1,0,1) + y(0,1,1) : x,y € R} i

(1 0,1),u2 = (0,1,1) sén dos vectors propis li. de valor
prop| 3.
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Vector propi de valor propi Ay = 5.

-1 1 -1 10 -1
Plantegem: A —5/d = 2 0 2 |—-{01 -1
1 1 -3 01 -1

— < (1) (lJ :i ) . El nucli de A —5/d sén els vectors solucid del
sistema:

x—z = 0
{y—z — 0 —{z=y;x=2z}.

Es a dir, Nuc(A — 5/d) =< (1,1,1) > i u3 = (1,1,1) és un vector
propi de valor propi 5. D'aqui, la matriu:

101 300
P=|l011]|—-PtAP=|l030|. O
111 0 05



Diagonalitzacié de matrius
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Multiplicitat algebraica i geomeétrica

Notacio
Si A és un valor propi de A, aleshores ca(x) = (x — \)
q(\) # 0, implica, 1 < m. A més,

m

q(x), amb

v' L'exponent m s'anomena multiplicitat algebraica i

v la dimensié del Nuc (A — Ald) s'anomena multiplicitat
geométrica del valor propi.

Lema
Si A és un valor propi de A amb ca(x) = (x — A\)™q(x) i g(\) # 0,
aleshores

dim Nuc(A — Ald) < m.
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Teorema de diagonalitzacié

Teorema de diagonalitzacié

Una matriu A € Mp»n(K) és diagonalitzable en K, si i només si,
el seu polinomi caracteristic descompon en factors lineals i la
multiplicitat de cada arrel (multiplicitat algebraica) coincideix amb
la multiplicitat geometrica del valor propi.

Exemples

1. La matriu no és diagonalitzable.

SO oOoON
O = O
= = O



Diagonalitzacié de matrius
oe

2. La matriu A = no és diagonalitzable en R,

O ON

0
0
1

o = O

pero si en C.
Es a dir, existeix una matriu P € M3(C) tal que:

2 0 0
PAP=|(0 j 0
00 —j



Diagonalitzacié d’endomorfismes

Lemma
Si P~LAP = B aleshores, ca(x) = cg(x).

Observacio

Per decidir si un endomorfisme és diagonalitzable, estudiem si la
matriu associada a I'endomorfisme (en una base fixada) és
diagonalitzable.
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