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L'espai vectorial R?

Denotem amb R? el conjunt:

R* = {(x,y) Ix,y € R},

que geometricament s'identifica amb els vectors del pla amb origen
a l'origen de coordenades. Els seus elements s'anomenen vectors.

Suma de vectors (operacié interna)
(x1,y1) + (2, y2) = (1 + X2, 1 + y2)
Producte per escalar (operacié externa)
A-(xy)=(Ax,Ay), AeR

genera un altre vector que té la mateixa direccié; el mateix sentit si
A > 0, (o sentit contrari per A < 0) i té modul |A\V'| = ||| V].
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(R2,+) és un grup commutatiu, ja que la suma verifica les
propietats:

e Associativa i commutativa.

o Existeix |'element neutre: 0 = (0,0).

e Cada vector té un simetric ( o oposat):

V=(xy) = =V =(-x,~y).

| el producte per escalar compleix les propietats:
AN (T+V)=X-T+A- Vi

(A +p)- T =X-T+p- o (Doble propietat distributiva)
o ()

1

— —
- u u

A-(u- U (Propietat associativa)

(Element neutre)
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Qualsevol altre conjunt, amb una suma (operacié interna) i un
producte per escalar, real, (operaci6 externa) que compleixi les
mateixes propietats que R? direm que és un espai vectorial sobre
R. Per exemple, els polinomis R[x] i les matrius M n(R) .

Habitualment treballarem amb R? i R3:
R® = {(x,y,2) Ix,y,z € R},
amb suma
(x1,y1,21) + (%2, ¥2, 22) = (31 + %2, 1 + y2, 21 + 22)
i producte per escalar

A (x,y,2) = (Ax, Ay, Az).
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K-espai vectorial

Donat un grup commutatiu (E, +), un cos K (que sera R o C)
direm que E és un K-espai vectorial, o bé, E és un espai vectorial
(e.v.) sobre K, si existeix una operacié externa:

KxE — E
(\LV) — AN VEE

complint les propietats seglients:

e AN (THV)=A-T+A- Vi

e A\+pu)-T =\ +pu-u (Doble propietat distributiva)
o) - T

( —
e 1-U=T7

. A-(u-U) (Propietat associativa)

(Element neutre)
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Exemples
Amb el producte A - (x1,x2, x3) = (Ax1, Ax2, Ax3),
1. C3, és un C-e.v. i també un R-e.v.

2. R3 és un R-e.v. perd no un C-e.v.

Observacio

D'ara endavant, quan parlem de constants entendrem constants
del cos sobre el que es defineix I'estructura d'espai vectorial.
Anomenarem vectors als elements de I'espai.

Propietats
E un K-e.v. Aleshores,
N
=0,VVv €eE.
-
= 0, VaeK.
- . . , L, — —
= 0 implica,obé a=00bé, v =0.

— —
-1- vV =-V.
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Subespais vectorials

Sigui E un espai vectorial sobre K. () # F C E és un subespai
vectorial de E sobre sobre K (o bé, un K-subespai vectorial) si

VU,V eF =T+ VEF
VaoeK, UeEF =aueF

En particular, 0 € F, (s'obté quan a = 0;) i si V € F aleshores
—V € F (s'obté quan a = —1).
Exemples

e El conjunt {(x,y) € R? tals que x +y =0} .

e El conjunt {«(1,2,-1) + ((0,2,0), on a, 5 € R}

e El conjunt de polinomis reals, R[x], que s'anulen x = 1.
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Combinacid lineal

Un vector V és combinaci6 lineal de {u1, U5, ..., u;} si
existeixen uns nombres A1, Ao, ..., Ak tals que:
— — — —
V= \ug + dous + ..o+ Agug.
Notacié
— — — — — — — —
< Ui, Uz, .. U >={V| V =Au1 + Auz + ...+ AUk}
Exemples
1. EnR3, V = (—2,5,—4) és combinacié lineal de

{u1 =(1,0,2), 13 = (—1,1,-2)}, ja que:

2,5,—4) = 3(1,0,2) + 5(—1,1,—2).

(=
2. EnR2, és V = (2,3) combinacié lineal de
{o1=(1,1), ;2 = (2,-1)}?
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2. EnR?, és V = (2,3) combinacié lineal de
{5 = (1.1), 8 = (2.-1)}7

Plantegem |'equacié:
(2,3) =a(1,1)+ 5(2,-1) — (2,3) = (e« +28,a — (),

és a dir,
a+23 = 2
a—p0F = 3

que té solucié perque:

12N\ _ (1 2 2)_,
Bl -1 )% 1 ) 3) 77

— . . — . — . ., .
Per tant, v' combinacid lineal de uq i us i la resolucié del sistema
ens ddna els coeficients de la combinacié: a =8/3i = —1/3.
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Observacié

La matriu de coeficients del sistema té com elements, els vectors
— . —

Uy i up posats en columna.

De I'exemple anterior, és dedueix el segiient criteri:

Caracteritzacio
— — —
Donats v, uq,...,u, € K™
—_ ., . D& — — .. 7 .
Vv’ és combinacié lineal de {uj,...,ux} si i només si
— —\ — — —
I'g(U]_,...,Uk)—rg(U1,...,Uk, V)

3. En RS {(A+p, A\ ) €R3: A\, u € R} és

<(1,1,0),(1,0,1) > .
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Dependencia lineal

Un conjunt de vectors {u1, U3, ..., Uz} és linealment dependent
si un dels vectors del conjunt és combinacié lineal dels altres. Per
contra, si cap dels vectors del conjunt és combinacié lineal dels
altres direm que és linealment independent.

Exemples

e El conjunt {(—2,5,—4),(1,0,2),(—1,1,—2)} és linealment
dependent, perque
(—2,5,—4) = 3(1,0,2) + 5(~1,1, —2).

e També és I.d. el conjunt {(2,3),(1,1),(2,—-1)}.

e El conjunt {e; = (1,0,0), e = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} és
linealment independent.
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Definicid alternativa

Observacions
e Dos vectors son I.d. si i només si, sén proporcionals.
e De I'expressié: (—2,5,—4) = 3(1,0,2) +5(—1,1,—-2), es
dedueix:

(—2,5,—4) —3(1,0,2) — 5(~1,1,-2) = 0

és a dir, una combinacid lineal de vectors igualada a zero,
amb algun coeficient diferent de zero.

Criteri

. — — T .
El conjunt de vectors {u71, Uz, ..., u;} és linealment dependent si
i només si, existeix alguna combinacié:

MUL+ .o+ MU = 0 amb almenys una \; # 0.
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Analogament,

. — —> — 7 . .
el conjunt de vectors {u1, U3, ..., ux} és linealment independent
si i només si, I'existéncia d'una combinacié lineal igualada a zero:

A1t + ...+ Aug = Oimplica \; =0, Vi.
Observacié

U és |.dependent < T = 0.
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Exemples
1. Donats {u1 = (1,1,-3),m = (2,-2,1), 3 = (3, -1, -2)},

plantegem: MU+ Mol + A3 = 6) Es a dir,

A(1,1,-3) + Aa(2,—2,1) + A3(3,-1,-2) = 0.
Operant i igualant components, s'arriba al sistema:
AM+20 430 = 0

AM—2X—X3 = 0
—3A+X—2)\3 = 0

1 2 300
que té per matriu ampliada: (A|0) = 1 -2 -1/0
-3 1 -2/0

Com el det A=0, el rg (A)=2, el sistema és compatible

INDETERMINAT, i existeix una solucié on no totes les \'s
¢ — — — ‘

sén zero. {ug, uz, uz} sén l.dep.
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2. Donats {v; = (1,-1,2),w = (0,3,1),v3 = (—2,1,4)},
— ,
plantegem MV +Xvs +A3v3 = 0. Es a dir
ML —1,2) + A2(0,3,1) + A3(—2,1,4) = 0
Operant i igualant components, s'arriba al sistema:

A1—2N3 = 0
A +3+XA3 =0
2A\1+ X +4X3 = 0

1 0 —2[0
que té per matriu ampliada: (A0)=| -1 3 1J0
2 1 40

Com el det A #£ 0, el rg(A)=3, el sistema és compatible
DETERMINAT, i la solucid és Unica: totes les A's sén zero.
Es a dir, els vectors sén linealment independents.
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Caracteritzacié amb el rang

— — . — — —
Donats u1,...,ux € K". El conjunt de vectors {u1, u3,...,ux} és
linealment dependent si i només si,

— — —
rg(ui, uz, ..., ux) < k
Analogament,
el conjunt de vectors {u7, U3, ..., ux} és linealment independent

si | només si,

rg(uf, Uz, ..., uk) = k
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Sistema de generadors

. —_— —> — 7 .
El conjunt de vectors S = {uq, u3,...,u,} és un sistema de
) b )
generadors de |'espai E si tot vector de E és pot escriure com a
combinacié lineal dels vectors de S.

Exemples
1. En R3, el conjunt {& = (1,0,0), e = (0,1,0),e3 = (0,0,1)}
és un sistema de generadors, ja que:

(x,y,2) = x(1,0,0) + y(0,1,0) + (0,0, 1).

2. També ho és el conjunt:
{e—f = (11070)7 6—2) = (07 170)7 6_3) = (0>0> 1)a e—4> = (17 17 1)} és
un sistema de generadors, ja que:

(x,y,z) =x(1,0,0) + y(0,1,0) + z(0,0,1) + 0(1,1,1).
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Base d'un espai vectorial

— — — . ) - -
Els vectors B = {ef, €3,..., €} son base d' E si es compleix:
— = — .
e B={ei,es,...,€en} és un sistema de generadors de E
— = — . . .
e B={e{,es,..., €} és un conjunt linealment independent.
Exemples

1. En R?, el conjunt {&; = (1,0),e = (0,1)} és un base,
s'anomena la base canonica de R?.
2. En R3, el conjunt {e] = (1,0,0),e = (0,1,0),e = (0,0,1)}
és un base, s'anomena la base canonica de R3.
3. En R?, el conjunt {u] = (1,1),u3 = (—1,1)} és un base:
V' és un conjunt l.i. ja que els vectors no sén proporcionals, i a
més,
v’ és un sistema de generadors, ja que per a tot (x,y) existeixen
constants a, (3:

(Xa)/) = a(la 1) + B(_lv 1)'



Espais vectorials
[ ]

Bases i dimensié d'un espai

Teorema de Steinitz

— = — - .

Donada una base {1, €3,..., e,} i un conjunt de vectors

. . — — — ) . .
linealment independents {vi, v, ..., vy} d'un espai vectorial E.

. —
Aleshores, m < n, i es pot completar els vectors {V; }j—1__m amb
vectors de la base fins obtenir una nova base de I'espai.

Teorema
Totes les bases d'un espai vectorial E tenen el mateix nombre de
vectors, a aquest nombre se I'anomena dimensié de |'espai.

Exemples
La dim R? = 2 mentre que dim R3 = 3.

Observacié
Si n és la dimensié d'un espai vectorial, qualsevol conjunt de n
vectors linealment independents d'aquest espai forma una base.
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Coordenades d'un vector en una base

. — — — ' . .
Fixada una base B = {e{, &5,...,€e,} d'un espai vectorial,
) b b
— v ., . s
qualsevol vector ' de I'espai és pot escriure, de forma tnica, com
a combinacié lineal dels vectors de la base:

T =Mel+...+ e

(M,...,An)B s6n les coordenades de T en la base B.
Exemples

1. En R2, les coordenades del vector (1,5) en la base
B. = {e = (1,0), & = (0,1)} s6n (1,5)p,, ja que:

(1,5) = 1(1,0) + 5(0,1) — (1,5) = (1,55,

2. En R?, les coordenades del vector (1,5) en la base
B'={u1=(1,1), 1z = (~1,1)} sén (3,2)p ja que:

(1,5) = 3(1,1) + 2(~1,1) — (1,5) = (3,2)&".
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Subespais vectorials

Sigui E un espai vectorial sobre K. () # F C E és un subespai
vectorial de E sobre sobre K si

VU,V eF = U+VEF

VaoeK, "eEF =aucF
En particular, 0 € F, (s'obté quan a =0;) i si V € F aleshores
—V € F (s'obté quan o = —1).

Proposicio
En un espai vectorial E de dimensid finita (dim E < +00) per a
qualsevol subespai F de E es té:

dim F <dim E.

A més, si dim F = dim E aleshores E = F.
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Operacions entre subespais
Donats dos supespais vectorials F, G de E. Definim:
Interseccié
FNG={U e€E: WeF, U ecG}.
Suma
F+G = {W € E|existeixen U € F, V € Gtals que w = 0+ V}.

Proposicio
1. FN G és un subespai vectorial de E (perd també de F i de G).

2. F + G és un subespai vectorial de E (el més petit dels
subespais d'E que contenen F i G).
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Férmula de Grassmann

Juntant una base de F amb una base de G s'obté un sistema de

z . . N RN .
generadors de F + G. Es adir,si F =< U1, Uo,..., U, > i
— = —
G =< V1, Vy,..., Vs> aleshores:
— — - = — —
F+G=<u1,Uo,..., 0, V1, Vo,..., Vg>.

Si del sistema de generadors triem un conjunt format pel maxim
nombre de vectors linealment independents obtindrem una base.

Férmula de Grassmann
Donats dos supespais vectorials F, G d'un espai vectorial E de
dimensié finita és té que:

dim F +dim G = dim (F N G) + dim (F + G).
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Suma directa

La suma de dos subespais F, G és directa quan FN G = 0. En
aquest cas, escriurem F & G

Proposicio

F + G és directa si i només si, qualsevol vector de la suma es pot
escriure de manera tnica com a suma d’un vector de F més un
vector de G.

Observacio
Si la dimensié de I'espai és finita, usant la férmula de Grassmann
deduim que:

F + G és directa < dim(F + G) = dim F + dim G.

Si la suma és directa, podem obtenir una base de la suma, unint
una base de cada subespai.
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Canvi de base i coordenades

— — — — — — ) .
B=1{e,e,...,en}, BB ={ui,u3,...,u,} dues bases d'un espai
— .
E. Donat un vector v' € E considerem:

V=Me+...+ e V =i+ ity

Suposem que les coordenades en |'altra base sén, respectivament:

— — — — — —

U =alel +...+afe, e1 = Biu + ...+ B,
— — — — — —
Up=alel +...+ae, en = [rul + ...+ Bu,

De forma compacta, podem introduir dues matrius:

1 1 1 1

o7 ... o By ... Bn

P = : : ; Q= : :

n n n n

Oél al‘l 6]_ c ﬂn
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aj a,

La matriu de canvi de base de B’ a B: P = : 5 ,
n n
af ... ap

(cada columna d’aquesta matriu conté les coordenades del vector
corresponent de la base B’ expressat en la base B).
It e
1 ... n
La matriu de canvi de base de B a B": Q = : :
BT - By
(cada columna d'aquesta matriu, conté les coordenades del vector
corresponent de la base B expressat en la base B’).

Teorema La matriu de canvi
ﬂ% G 5 A1 1 de base de B a B,
: : : = : _ per les coordenades
. . - - del vector en la base
ﬂ{' e Bg >\I1 B Nn B’

B, retorna les co-
ordenades del vector
en la base B'.
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Demostracié Considerem V. = \je] + ...+ e, =

=S Ne =Y MO A =>_0" s
i=1 i=1  j=1 j=1 i=1
Esa dir, fixant-nos en les coordenades en la base B’ deduim:

n

mzZMMngﬁmezgmn

i=1

Teorema La matriu de canvi de base de B a B’ és inversa de la
matriu de canvi de base de B’ a B, i viceversa. Es a dir,

PQR=QP=1d.



Combinacié lineal i coordenades

Fixada una base B = {ef,...,e,} de E i donats

— — —

V,ui,...,ux € E: amb:
— — —
Ui :a%el +...+ale,

— — —
vV =X€ + ...+ A\qen,

— —
aiel—l—..ﬂ—aZen

S
I

—_ . D& — — .. 7 .
Vv’ és combinacié lineal de {uj,...,ux} si i només si
1 1 1 1
al o e Oék Oél oo ak )\1
rg : : =718 :

n n n n
of ay al ... o | A



Espais vectorials
Q000e

Independencia lineal i coordenades

Fixada una base B = {e1,...,e,} de E i donats u1,...,u; € E:

amb: - - .
ui =ajel +...+afe,

— — —
uk:aiel—i—...—i—aﬂen

El conjunt de vectors {u1, U3, ..., u;} és linealment dependent si
ol ..ol
i només si, rg : : < k.
af ... o
Analogament, el conjunt de vectors {u7, U5, ..., Uy} és linealment
ol ... al
independent si i només si, rg : : = k.
af ayp
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