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Varietats implicites

Definicié de varietat implicita
W C R" és una varietat implicita C' si és el conjunt de solucions d'un
sistema d'equacions C! (en general no lineals)
fl(Xl . Xn) 0
F(xi,...,xn) = 5 =1 1,

fm(x1...%n) 0

W ={x=(x1,...,xn) | F(x) =0}.

Observacié
Suposarem m < n = dimR", on m = nombre d’equacions, i n > 2.

La dimensié de W és dim W = n — m (dimensié 1: corbes, dimensié 2:
superficies).
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Exemples

@ les varietats lineals donades per equacions sén varietats implicites.

o L'esfera unitat W = {(x,y,z) € R3 | x> +y? + 22 -1=0} (m=1
equacions, n =3, dim W = 2).

@ Uncon W= {(x,y,z) € R®| x2 +y? — 22 =0} (m = 1 equacions,
n=3,dmW =2).

o Una circumferencia a R3:
W= {(x,y,z) €ER3| x> +y? -4 =0,z =1} (m = 2 equacions,
n=3 dimW=1).

e Una circumferencia de radi R a R?:
W = {(x1,%) € R? | x? + x3 — R2 = 0} (m = 1 equacions, n = 2,
dim W = 1).

e Una corba implicita a R3:
W = {(x1, %2, x3) € R3 | x3 — e97% = 0,2x; — 2x0 + x3 — 5 = 0}
(m = 2 equacions, n =3, dim W = 1).
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Exemple: recta a R3

W:{(Xl,XQ,X3)€R3|2X1—X2—|—X3—|—2:0,X1—|-3X2—3X3+1:0}C]R

-

fi f2

W = {x = (x1,x2,x3) | F(x1,x2,x3) = 0},

2x1 —xp +x3 + 2 ) ~— f

on F(x1,x2,x3) = < X1+ 3% — 3x3 + 1 —fh

El sub. director es pot escriure com el nucli de la Jacobiana de F:
V={2x1 —x+x3=0,x1 +3x2 —3x3 = 0} = {x | DF(x) = 0}

i VIt =1(2,-1,1),(1,3,-3)] = [Vfi, V] és el subespai director del pla

ortogonal a la recta.

Recordem que si f : R” — R és una funcié = el gradient de f en un punt P € R" és el vector format per les derivades

parcials
VFE(P) = (1f(P), ..., Anf(P)).
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Punts llisos i varietat tangent

yn punt singular Varietat tangent

e P € W ésun punt llis (o regular) si la jacobiana

VH(P)

Vf,,;(P)

té rang maxim m. Si DF(P) no té rang maxim, o no existeix, diem
que P és singular.

@ Si P € W és un punt llis, la varietat tangent a W en P és

TpW := P + Nuc(DF(P))
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Exemple: recta a R3

W = {(x1, x2, x3) eR3| 2x; — x2 —|—X3+2:0,3<1+3x2—3><3+1:0}

fi f

= per qualsevol P € W,VA(P)=(2,-1,1),VHh(P)=(1,3,-3)

(2 -1 1\ « VAP
DF(P)_<1 3 3)<—Vf2P

té rang 2 (maxim) en qualsevol P = tots els punts de W sén llisos.
L'espai tangent en un punt P és

TpW := P+ Nuc(DF(P)) = P+ {2x1 —x2 +x3 = 0,x1 + 3x2 — 3x3 = 0}

i per tant la varietat tangent és tota la recta.
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Exemple: el con

@ El con de revolucié
W={(x,y,z) e R’ | x* + y* = 2}

és una superficie a R3.
@ Reescribim la seva equacié com f(x,y,z) = x> +y? — 2z = 0.
@ Aixi podem calcular la jacobiana Df = Vf en un punt (x,y, z)

Df(x,y,z) =(2x 2y —2z)

que té rang 0 quan x =y = z = 0 (el vertex del con), i rang 1 pels
altres punts.

@ Per tant el vertex V = (0,0,0) és un punt singular del con, mentre
que la resta de punts sén llisos.
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Exemple: el con (cont.)

e El punt P =(3,4,5), per exemple, pertany al con perqué és solucié
de la seva equacié. Té Df(P) = (6,8, —10), de manera que el pla
tangent a P és

TpW = (3,4,5) + Nuc (6 8 — 10) =
(3,4,5) + [(4, -3,0),(5,0,3)] = {3x + 4y — 5z = 0}
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Varietat normal

@ Si P € W és un punt llis, la varietat normal a W en P és

NpW := P + Nuc(DF(P))*: = P+ [V (P),... Vn(P)]

ToW

NpW

W
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Exemples (cont.)

@ En la recta anterior, en qualsevol P la varietat normal és el pla per P
ortogonal a la recta:

NPW =P + [(27 _15 1)7 (17 37 _3)]
——— ——

Vh Vh
e En el punt P =(3,4,5) del con W anterior, la recta normal és

NpW = (3,4,5) + (Nuc(6 8 —10))* = (3,4,5) +[(3,4, —5)].
VF(P)
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Cas particular: una sola equacié (hipersuperficies)

@ Si W C R” ve definida per una sola equacié f = 0, aleshores en
qualsevol punt llis P € W (f(P) = 0) es té

NpW = P + [Vf(P)],
i la varietat tangent en x és (Q. per que? )
TpW ={x=(x1,...,x2) | (VF(P),x — P) = 0}.

@ Per exemple, per una superficie W = {f =0} C R3, el pla tangent en
un punt llis P = (xo, Yo, z0) ve definit per I'equacié

{(x,y,2) | Oxf - (x — x0) + Oy f - (y — yo) + O.f - (z — z0) = 0}
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Exemple: con (cont.)

En el punt P = (3,4,5) del con W = {(x,y,z) € R® | x> + y? = 2%}, la
recta normal és

NpW = (3,4,5) + (Nuc(6 8 — 10))" = (3,4,5) +[(3,4, —5)].
N——
V£(P)
i el pla tangent és
TpW ={(x,y,2)|((3,4,-5),(x,y,z) — (3,4,5)) =0} =
——— ~——

V£(P) P

{0, 2) |3 (x=3) 14+ (y —4) =5+ (x—5) = 0}.
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Cas particular: Grafiques de funcions
@ Si h:R" — R és C!, la seva grafica es defineix com el conjunt
W = {(Xl, S ;Xn+1) ‘ Xp+1 = h(Xl7 R ,Xn)} C R’H—l.

o W és la varietat implicita de R™! definida per I'equacié f = 0 on
(X1, s Xnt1) = Xn+1 — h(x1, ..., Xn).
@ Sixg € R”, el punt P = (xo, h(xo)) pertany a W i

VE(P) = (01f(P), ..., 0nf(P), On11f(P)) = (=Vh(x0), 1)

e Tots els punts de W sén llisos (Q. per que? ).

o Exemple, si h és una funcié definida a R?, i (xp, y0) € R?, el pla
tangent a W en P = (xo, o, h(x0, ¥0)) ve definit per

z = h(x0, ¥0) + Oxh(x0, y0) - (x — x0) + Oy h(x0, ¥0) - (¥ — y0)-
Q. per qué? Q. Feu probl.5
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Exemple: paraboloide
h(x,y) = x*> + y? : R? = R; la seva grafica és

W={(xy2) R |z=h(x,y) =x*+y*} ={z - x* —y’ =0} C R’

f
h(1,1) =2,P=(1,1,2) € Wi

NpW = (1,1,2) + [Vf(P)] = (1,1,2) + [(—2, -2, 1)],

TeW = {(x,y,2) [{(=2,-2,1),(x = 1,y = L,z = 2))

Si (x0,y0) = (1,1) =

= {0y, 2)| ~2x 1) =2y ~1) + 2 -2 =0} =
{(x.y.2)|2

=2 + 2 (x-1)+ _2 (y-1)}.
h(1,1)  eh(1,1)
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Exemple: hipersuperficies de nivell

e Donada una funcié C* g : R” — R, la hipersuperficie de nivell
g(x) = c (on ¢ és una constant) és la varietat implicita W, definida
per aquesta equacié.

e Equivalentment, per f- = 0 on f.(x) = g(x) — c.

@ Aleshores, si xg satisfa g(xg) = ¢ (i.e. xo € W,), tenim que el seu
espai normal ve donat per la direccié del gradient de g

Ny, We = x0 + [Vg(x0)],
i que I'espai tangent és (Q. per que? )
TxoWe : (Vg(x0),x — %) = 0.

(compareu-ho amb la férmula del gradient de Calcul I1).

g(xy)
—

2 2
x° — y“ = c Q. Feu probl. 4
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Propietats de les varietats tangent i normal

Si W és una varietat implicita, i P € W punt llis, aleshores:

(1) TpW és la varietat lineal que millor aproxima a W prop de P.
(2) Si W ve donada per una sola equacié f = 0 = la recta normal

NpW = P + [Vf(P)] assenyala la direccié de maxim creixement de f

en P.

(3) Principi de Fermat: Si un raig (de llum) es reflecteix en P € W =

Np W bisseca els raigs entrant i sortint i
. . . . raig simetric
raig reflectit raig reflectit
= resp. NpW

en W en TpW ) .
(en I'altre sentit)

FONT
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Exemple: el con (cont.)

Considerem el con de W = {(x,y,z) € R3 | x? + y? = 22}.
@ Si un raig de llum amb vector director u = (—1, —1, 2) incideix en el
punt llis P = (3,4,5), la reflexié esta continguda en el pla per P amb

subespai director [u, n], on n = (3,4, —5) és un vector normal al con
en P.

@ Per tant el raig reflectit té vector director = el simeétric de u respecte
de la recta [n].

@ Com hem vist al tema 4, aquesta reflexid és

u, n) 1
—u= —(—-52,-86,70).
(n, n>n ! 50( ’ /70)

@ Per tant el raig reflectit des de P segueix la recta P + [(26,43, —35)]
(el canvi de signe en el vector director indica el rebot del raig).
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Outline

© Extrems lligats
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Extrems Lligats

@ Problema: Donada una funcié f : R" — R diferenciable, volem
trobar els extrems (maxims i minims) locals i/o globals de f entre els
punts P d'una varietat implicita W C R" definida per equacions
gr="-=gn=0

@ Les equacions de W sén els lligams o restriccions: condicions que
han de complir els punts entre els que busquem els extrems, i aquests
extrems s'anomenen extrems de f en W o extrems de f
restringida a W, fiyy.

A 4

g
s -

Z .

Figura: Extrems de f(x,y) = x?y restringida a W : g(x,y) = x> + y?> — 3.
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Exemple

13 <13

Figura: Extrems de f(x,y) = x+y en la corba C : x> 4+ y2 = 1.
En el els punts on f té un max. o min. en W, la corba de nivell f(x,y) = c és
tangent a W (veure el pla horitzontal).
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Extrems Lligats I

Lema
Si P € W és un extrem (local o global) de f en W aleshores

V£I(P) € [Vai(P),...,Vgm(P)]
Equivalentment

VF(P) e NpW (i VF(P) L TpW).

Observacié

En la figura anterior, aixo implica que les corbes de nivell de f sén
tangents a la varietat W en els extrems lligats.
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Punts Critics i Multiplicadors de Lagrange
@ P ésun punt criticde f en Wsi Pe Wi
VF(P) € [Vai(P),...,Vgm(P)].

@ Si P és un punt critic de f en W, s’anomenen multiplicadors de
Lagrange a les constants A1,... A, tal que

VE(P) = MVgi(P) + -+ AnVgm(P).

@ Es té que P = (xi1,...,x,) és punt critic de f en W < per alguna
tria de A1,..., Ak, el punt (x1,...,Xn, A1,..., Ak) és un punt critic de
——
P

la funcié de Lagrange (i.e. gradient = 0):
L(Xl,...,Xn s )\1,...,)\,,,) = f—)\]_g]_—)\2g2—...—>\mgm.
@ No tots els punts critics s6n extrems de f en W.
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Teorema (Multiplicadors de Lagrange)

Si P € W és punt critic de f en W que és punt llis i té multiplicadors de
Lagrange (A1,...,Am), considerem la funcié de Lagrange

L(x1,..., %) =F — X181 — - .. — Am8m;
la seva matriu Hessiana en P, H(L)p = D?L(P) (derivades segones), i el
subespai director E de TpW . Aleshores:
e DL(P)=VL(P)=(0,...,0) (i.e. P és punt critic de L).
© Si H(L)p és definida positiva = P és minim (local) de f en W.
© Si H(L)p . és definida negativa = P és maxim (local) de f en W.

© Si H(L)p és indefinida (té VAPs >0 i VAPs < 0) = P és punt de
sella (no és extrem de f en W ).

Explicacié: pagina seglient
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Observacions sobre el Ta. multiplicadors de Lagrange

Aqui, H(L)p . és la restriccié de la forma quadratic H(L)p a E=
subespai director de Tp(W), la varietat tangent a W en P.

@ Reciprocament també es té que
» P minim de f en W = H(L)p, és semidefinida positiva (VAPs > 0,
i =0).
» P maxim de f en W = H(L)p . és semidefinida negativa (VAPs <0,
i+ - O)
o Els punts singulars ens surten com a punts critics pero no sén en

general extrems (no els considerem en el Ta.).

A la practica podem seguir el seglient algoritme per trobar els extrems
d'una funcié en una varietat:
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Algoritme dels Multiplicadors de Lagrange. |
@ Trobem els punts critics llisos P de f en W imposant
rang (Vf(P),Vgi(P),...,Vgm(P)) =m

i g(P)=...=gm(P)=0.
@ Per cada punt critic P trobat fem:

@ Calculem Aq,..., Ay t.q. VFA(P)=MVa(P)+ -+ AnVem(P) (
multipl. Lagrange)

@ Calculem L(x) = f(x) — Agi(x) — ... — Angm(x) (funcié Lagrange) i
la seva Hessiana H(L)p.
@ Calculem generadors uy, ..., uy del subespai director E de TpW,

E=[Val(P),.. .7Vg,,,(P)]J-.
@ Mirem si la restriccié és definida positiva, negativa o indefinida:

H(L)P|E = (H(L)P> ( up ... U4 )

Uy
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Algoritme dels Multiplicadors de Lagrange. Il

Observacions

o La Hessiana del punt (2.1) es pot calcular per \; generics i aixi no
hem de repetir els calculs per tots els punts critics.

o Els apartats (1) i el (2.1) es poden resoldre alhora trobant punts
critics de la funcié

L(xt, .y Xm ALy oy Am) = F = Mig81 — .. — Am&m-

tot i que el sistema VL = (0,...,0) pot ser dificil de resoldre (no ho
farem aixi).

Transparéncies Geometria Tema 5: Varietats implicites Primavera 2024 28 /61



Exemple: Extrems de x* +y? en (x —1)>+4y> —4=0|

Exemple

Calculeu els extrems de f(x,y) = x> + y? en I'el-lipse C:

glx,y)=(x—1°+4y*—4=0.

e Calculem Vf(x,y) =(2x,2y) i Vg(x,y) = (2(x — 1),8y)

@ | trobem els (x,y) que compleixen:

(s Va1, e 2o o

glxy) =0 (x =12 +4y> —4=0(2)

(1) 4xy—y(x—1)=0< y=004x—(x—1)=3x+1=0.
= en (2) tenim (x —1)2 =4 & x =3 0 x = 1. Aixi obtenim
de moment 2 punts critics:

Pi=(3,00 P,=(-1,0).
Ry S—r



Exemple: Extrems de x*> + y? en (x —1)> +4y> —4 =01l

3x+1=0| < x = —1/3, aleshores en (2) tenim
(—1/3-1)2+4y2 —4 =04 y = £¥3. Aixi obtenim 2 punts critics

P3 = (_1/37 \gg) Py = (_1/3’_\25)'

@ Per a tots els punts critics P existeix un A t.q. VF(P) = AVg(P). El
calculem i obtenim

Pl(3.0) (-1,0) (~1/3,%) (~1/3,—%)
A 3/2 1/2 1/4 1/4
@ Encara no sabem que aquests punts siguin extrems; cal seguir
I'algorisme. Les funcions de les que necessitem les derivades sén:

Vf(x,y) = (2x,2y), Hf =D*f = ( S g >

Vg(X,y):(2(X—].),8y), Hg:ng:(g g)
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Exemple: Extrems de x* +y? en (x — 1) +4y?> —4 =0l

La funcié de Lagrange és L(x,y) = f(x,y) — A\g(x,y) i la seva
Hessiana en un punt P és

H(L)P:DQf(P)_)‘ng(P):(S g)_)‘(g 3)2(2702)\ 2708A )

@ Anem a veure el caracter de la restriccié de H(L) a I'espai tangent en
els punts critics:
» Pera P = (3,0): com que Vg(P1) = (4,0), E=[(0,1)]:

Hn = 0(P) - 30%P) = (" G )

Com que H(L)p, és definida negativa a tot arreu, en particular també
ho és a E = P; maxim local, amb f(P;) = 9.
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Exemple: Extrems de x> +y? en (x —1)>+4y> =4 =01V

» Pera P, =(—1,0), com que Vg(P,) = (—4,0), E =[(0,1)]:
L(x,y) = f(x.y) — 38(x.y)
1 0
HWr, = 0P - 10%(P) = (5 %, )
H(L)p, és indefinida en R? i, per tant, no podem usar el raonament del

punt anterior. En el subespai director de |'espai tangent £ = [(0,1)] la
forma quadratica és definida negativa ja que

(0, 1)H(L)p, ( 0 ) Y

Per tant P, és maxim local de f en C, amb f(P,) = 1.
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Exemple: Extrems de x*> + y? en (x — 1) +4y> -4 =0V

~ En Py = (-3, %), Vg(Ps) = (—5.5%). i E = [(v5, 1))

Lix,y) = f(x,y) — %g(x,y)

o Nlw

H(L)p, = D*f(P3) — %ng(%) = ( 8 ) .

La forma quadratica és degenerada (ip > 0), perd la restriccié a E és
def. positiva:

(v/5,1)H(L)p, ( \{5 ) = % > 0.

Per tant P; és un minim local de f amb f(P3) = 3.
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Exemple: Extrems de x*>+ y? en (x —1)>+4y?> —4 =0 VI

> En Py = (-3, \/g) Vg(Ps) = (_%7_8\[) per tant |'espai tangent
a la varietat en Py és E = [(v/5, —1)] i

L(x.y) = Fxy) ~ 38(x.Y)

H(L)p, = D*f(Ps) — %ng(ﬂ) = ( % 8 )

que és degenerada (ip # 0) perd en canvi la restriccié a E

(v/5, —1)H(L)p, ( \_/f ) = % >0

és definida positiva en la recta tangent Tp,C, i P4 és un minim local de
famb f(Py) = £
@ Resum del calcul:
» P =(3,0) maxim (local), f(P1) = 9.
» P, =(—1,0) maxim (local), amb f(P,) = 1.
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Exemple: Extrems de x>+ y? en (x —1)?+4y?> —4 =0 VII

> P3, Py = (—%,ig) minims (locals) amb f = 2.
@ De fet, com que C és una el-lipse, és una varietat compacta i llavors
existeixen maxims i minims globals de f en C (pag. seg.). El maxim
global ha de ser un dels dos maxims locals que hem trobat; com

f(P1) > f(P2) = Pj és max. global. | tenim dos minims globals
perque la funcié val igual en els dos minims locals que haviem trobat.
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Max i minims globals (=absoluts): varietats compactes

@ Ta. Weiertrass: Si W és una varietat compacta (és a dir, és un
subconjunt tancat i acotat) = f té algun maxim global i algun
minim global en W. Com saber si una varietat és compacta?

@ Com que W és varietat implicita, aleshores és compacta < és
acotada. Mirant les equacions de W podem deduir si és acotada (si
les equacions sén senzilles).

@ Si W és compacta, podem veure quins dels punts critics sén
max./min globals (avaluant la f) i aixi ens estalviem el pas (2) per a
uns quants punts.
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Exemple: Extrems de z en I'esfera S? |

Exemple

Calculeu els extrems de la funcié
f(x,y,z) =z
restringida a I'esfera unitaria de R3 centrada a I'origen

S ={C+y’+2°-1=0}

g(x,y,z)

A simple vista es veu que el resultat ha de ser (0,0,1) maxim (pol nord) i
(0,0, —1) minim absoluts (pol sud).
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Exemple: Extrems de z en I'esfera S2 Il

o Trobem punts critics (llisos) P de f en S? imposant
rang (Vf(P),Vg(P))=mig(P)=0:

enaquestcas
rang | 0 2y | =1ix2+y?>+2°—-1=0.

e D’aqui traiem x = y = 0 (condicié de I'esquerra) i en posar-ho a
I'equacié de la dreta obtenim P = (0,0, £1).

@ Els multiplicadors de Lagrange sén A = % per P=(0,0,1)i A= —

per P =(0,0,—1) (perqué VFf(P) = AVg(P)).
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Exemple: Extrems de z en I'esfera S2 Il

e Com que S? és varietat implicita acotada = és compacta i per tant
fiw ha de tenir maxim i minim globals per tota f continua. Només
han aparegut 2 punts critics, aixi que, com

£(0,0,1) =1 > £(0,0,—1) = —1,

(0,0,1) és maxim (global) i (0,0,—1) és minim (global).

@ Alternativa: en aquests 2 punts critics podem procedir mirant la
Hessiana....(seguint I'algorisme) i deduiriem igualment que (0,0, 1) és
maxim i (0,0, —1) és minim.
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Aplicacié a la minima distancia a un punt

En el cas de la funcié distancia a un punt @ fora de W, busquem extrems
de la funcié f(x) = ||x — Q||? restringits a W (elevem al quadrat per
estalviar-nos arrels, i llavors f té gradient Vf(x) = x — Q).

Corol-lari (La direccié de minima distancia és normal)

SiQeg W, iPeW ésel punt de W més proper o més llunya a Q,
aleshores la recta PQ és normal a W en P,

QP =P - Q€ [Vgl(P),...,Vem(P)I.

d(P,Q) > hipotenusa

Q. Per qu&?
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Outline

© Problemes
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Problema 1 |

Problema 1

Sigui C la corba plana amb equacié y? — 2xy — x3 4+ 2x> +9 = 0.
© Busqueu els punts singulars de la corba.
@ Calculeu TpC, NpC per P = (3,0).

Solucié:

@ Tots els punts sén llisos (no singulars). En efecte, el seu gradient és
(—3x2 +4x—2y, —2X—|—2y)

i, perqué s'anul-lin simultaniament les dues components cal, que
X =y i que, a més,

—3x°4+4x-2x=0ox=y=00béx=y=2/3.

Transparéncies Geometria Tema 5: Varietats implicites Primavera 2024 42 /61



Problema 1 |l

i cap d'aquests dos punts no pertany a la corba perque

22

@ Observem que en (3,0), el gradient de f val
V£(3,0) = (—15, —6) || (5,2)
i per tant, la varietat normal és
NpC : (3,0) + [(5,2)],

i la varietat tangent TpC : 5x 4+ 2y = 15.
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Problema 3 |

Problema 3

Sigui C la corba donada per les equacions z = e_X2_y2, x—2y—z=-—1.
@ Té C algun punt singular en el semiespai x > 07
@ Calculeu TpC,NpC en P =(0,0,1).

Solucié:

@ La varietat es pot escriure com els zeros de la segiient funcié F
2 2
(x,y,2z) — (z—e(fx I ), X—2y—z+1)

que té com a matriu de derivades (jacobiana)

7X27y2 7X27y2
DF(x,y,z) = ( 2 el i 2 el _; _1 >
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Problema 3 |l

@ Perque el rang d’aquesta matriu no sigui 2 ha de passar que

2xe Y = -1, 2ye_X2_y2 =2

en particular si x > 0 tots els punts tenen rang 2.

@ En el punt P =(0,0,1) la matriu de derivades és

0 0 1
1 -2 -1

i el seu nucli ve donat per la direccié
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Problema 3 1l

@ Per tant, la varietat tangent en (0,0,1) és
(0,0,1) +[(2, 1, 0)]
i en equacions implicites

z = 1

TpC: x -2y —z= -1,

@ Per altra banda, la varietat normal té sub. director generat pels
gradients:
NpC = (0,0,1) +[(0,0,1),(1, -2, —1)]

Transparéncies Geometria Tema 5: Varietats implicites Primavera 2024 46 /61



Problema 4 |

Problema 4

Sigui g : R2 — R la funcié g(x,y) = x?/4 + y?. Dibuixa les corbes de
nivell We : g(x,y) — ¢ = 0 per tot ¢ > 0. Calcula els punts singulars de
We, i la recta tangent i normal en els punts de W, N {x = y}.

Solucié:
@ Corbes de nivell:

[X , Y ]= meshgrid ( -1:.1:1); J z =y
Z = (X .72)/2+ Y .72

contour (X ,Y , Z ); axis square

1
(5*’ ”)

@ L'tnic punt singular és |'origen.

o El gradient de g és
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Problema 4 Il

@ En un punt de la forma x = y = a, el gradient val

1
(E a, 2a>
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Problema 5 |

Problema 5

Sigui W C R3 la grafica de la funcié h(x,y) = e=x*~¥*. Calculeu els punts
singulars de W i la recta normal i el pla tangent en el punt (0,1,e71).

Solucié:
o La grafica és una superficie de R3:
[X , Y 1= meshgrid ( -1:.1:1); 7 z =

Z = exp(-X."2- Y. 2);
surf (X ,Y , Z );

o El gradient de h és
e (227, 2l

@ W no té cap punt singular perque la funcié és C1.
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Problema 5 |l
o El punt P = (0,1,e ') de la superficie correspon a z = h(0,1) i el el
gradient val

Vh(x,y) = (o, 2 e(—l))
@ La varietat normal en P ve donada per
NpW = (x0, h(x0)) + [(=Vh(xo), 1)],
que en el nostre cas és
NpW = (0,1,e7 1)) +[(0,2¢71,1)],
@ La varietat tangent en P ve donada per
TpW = {x=(x1,.. ., Xn+1) | Xnt1 = h(x0) + (Vh(x0), (x — x0)) },
que en el nostre cas ve donada, implicitament, per
z=elt—-2ey—-1)
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Problema 12 |
Problema 12

Trobeu els extrems (absoluts i locals) de f(x,y) =1 — x? en la hiperbola
x? —2y? =1.

E) T o 1 2

Figura: Les linies verticals sén corbes de nivell 1 — x2 = c i en els extrems de f|W,
son tangents a W.
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Problema 12 |l
Solucié:
©Q Gradientde fide g
VE(x,y) = (-2x,0), Vag(x,y)=(2x, —4y)

@ Imposem rang (Vf(P),Vgi(P),g2(P)) <2 i obtenim que y =0
d'on x = £1.

© Observem que tant f com g son simeétriques respecte x i y, per tant,
només ho veurem per a P = (2,0) que té multiplicador de Lagrange
A = —1. La funcié de Lagrange corresponent és

L(x,y) = f(x,y) = (-1)g(x,y) =

que té per Hessiana (constant)

(o)
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Problema 12 [l

@ Es definida negativa a tot arreu = (1,0), és maxim local.
© Per simetria el punt (—1,0) també és un maxim local.

@ A més sén maxims absoluts. En efecte, f(P1) = f(P2) =0 i
f(x,y) =1—x?és >0 en tot (x,y) € W perque

(x,y) e W=1-x*=-2y*<0.
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Problema 14 |

Problema 14

Volem trobar el maxim absolut, si existeix, de la funcié
f(x,y,z)=2x+3y—z—1,

e en la superficie S d’equacié gi(x,y,z) = x> +2y?> —1 =0,

Solucié:
@ En la superficie S,

Vi(x,y,z) =(2,3,-1), Vg(x,y,z)=(2x,4y,0).

Com que aquests dos vectors no poden ser mai paral-lels i Vg(x,y, z)

no s'anul-la mai sobre S, f restringida a S no té cap punt critic i, per
tant, f no té extrems .
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Problema 15 |

Problema 15 Determineu els extrems locals de:

QO f(xy,z)=x3+y>+2% lligats per
gilx,y,z2)=x>+y>+22-5=0
o(x,y,2) =x*+y*+22-2x-3=0

Q@ f(x,y,z)=xy+xz+yz lligats per

g(x,y,2)=x"+y*—z=0

Q@ f(xy,z)=xy+xz+yz lligats per

g(x,y,z) =cos(mxyz) =0, 0<xyz<1
Q0 f(xy,zt)= —%xz — 3%2 + %zz + % — %xy + zt lligats per
x+t=1
y+z=-1

Solucié: Apartat (i). W : g1 = go = 0 és una circumferéncia = és var.
compacta:
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Problema 15 I

Amb les eq. de W no es veu clar que sigui una circumferencia, pero només
necessitem veure que és acotada (i aixi sabrem que és compacta). Que
esta acotada és immediat perqué W esta inclosa en |'esfera

x>+ y?+22-5=0.
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Problema 15 Il

Gradients:
Vi(x,y,z) = (3x2, 3y2, 322)
Vai(x,y,z) =(2x,2y,2z), Vgl (x,y,z)=2x—-2,2y,22)

Els punts critics sén aquells per als que el rang de la segiient matriu no és
3:
3x2 3y? 322
2x 2y 2z
2x—2 2y 2z
El seu determinant val
—12y%z + 12 yz?

que s'anul-la en els plans
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Problema 15 IV

La interseccié d'aquests plans amb les equacions de W determinara els
punts critics:

yZO,gl:0,g2:0:>P1:(1,072),P2:(1,0,—2)
z=0,1=0,22=0= P3=(1,2,0),Ps = (1,-2,0)
y:Zagl:Oag2:0:>P4:(17\@’\6)7P5:(17_\f7_\@)

Com que W és compacta, existeixen max. i min. globals (i han d'estar
entre aquests pts. critics) = avaluem f en els P; per trobar-los:

F(PL) = f(Ps) =9, f(P2) = f(P4) = —7,f(Ps) = 14+4V/2, f(Pg) = 1-4v/2.

Per tant, P; i P3 sén maxims globals i P>, P4 sén minims globals. Només
ens falta estudiar Ps i Ps. En Ps i Pg, el gradient de f val, respectivament,
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Problema 15 V
(3,6, 6),(3, 6, 6)
el gradient de g; val
(2, 212, 2\/5) , (2, “2v2, 2 \/E)
i el gradient de g val
(o, 2V2, 2ﬁ) : (o, 242, -2 fz)

i d'aqui obtenim que els multiplicadors de Lagrange sén

3 3(vV2+1)
5 1 2’ 2 2
3 3(\/§ +1)
6 1 2 s N2 2
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Problema 15 VI

Les Hessianes en un punt (x, y, z) sén

6x 0 O
H(f) = 0 6y O
0 0 6z
2 00 2 00
Hg)=| 0 2 0 |, H(g)=|0 2 0
00 2 0 0 2
i finalment
6x —2A1 — 2o 0 0
H(L) = 0 6y —2X\; —2X) 0
0 0 6z—2X\1 —2X\

D’altra banda, Tp, W i Tp,W tenen subespai director, respectivament:

E=[us=(0, —1,1)], E = [ue = (0,—1,1)]
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Problema 15 VI

o Ps=(1,v2,v2), M1 =3 X =3v2-3=3(vV2-1), H(L)p,e =

(0,—1,1)(6)(72&72)\(2) 6y—2>\1—2>\2 8) (—01>=6\/§>0
0 0 ez-2x-2% Jip \1

= minim local de f en W.

® Po=(1,—v2,—V2), i =3, Xa=-3V2-3 =-3(vV2+1),
H(L)p5|E = —6\/5 >0

= maxim local de f en W.
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