Geometria
Tema 4: Moviments (8 h)

Adaptat per Marta Casanellas dels resums de Geometria de J. Amords i
M. Casanellas i de les transparéncies de J. Puig.
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@ Moviments i isometries
© Orientacions

© Isometries del pla R?
@ Isometries de I'espai R3
© Els angles d'Euler

© Moviments

@ Problemes
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Moviments. Definicid

Definicié
F :R"™ — R" és un moviment (o desplacament) si conserva les distancies
entre punts: si P, @ € R”

d(F(P), F(Q)) = d(P, Q)

Exemple. Translacid: Si fixem un vector v € R”, la translacid per v és
I'aplicacié Ty : R" — R" donada per Ty(P) = P + v per tot P. Conserva
distancies i per tant és un moviment.

P+v

Ex: AR?si v =(2,3), N
P v
To(xy)) = () +(2,3) = (x + 2,y +3) N

Q
Q. Comproveu que és un moviment
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Exemples de moviments

A R?
@ la simetria respecte I'eix de les x's, F(x,y) = (x, —y) és un moviment.
@ una simetria respecte una recta qualsevol és un moviment.
@ un gir respecte un punt és un moviment.

A R3

@ la simetria respecte el pla z =0, F(x,y,z) = (x,y,—2z) és un
moviment.

@ una simetria respecte un pla qualsevol (simetria especular) és un
moviment.

@ un gir respecte un eix (recta) és un moviment.
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Moviments. Propietats

Propietats

@ Si F és un moviment, aleshores F és una bijeccid, és una aplicacié
continua i envia punts alineats a punts alineats.

@ Si F i G sén moviments de R", aleshores F~1, Fo G i G o F també
ho sén.
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Isometries de R”

Definicié (Isometria)

Un moviment s'anomena isometria si és una aplicacié lineal. J

Observacions:
e f isometria = f(0) = 0.

@ Si M és una matriu de canvi de base entre b.o.n.’s (és una matriu
ortogonal), aleshores I'aplicacié

X — MX

és una isometria.
@ Totes les isometries sdn d'aquest tipus ja que si f : R” — R" és una
aplicacié lineal, es pot veure que sén equivalents:
» f és una isometria (conserva distancies)

> ||[f(v)|l = ||v|| Vv (conserva normes)
» (f(u),f(v)) = (u,v) (conserva productes escalars)
» f envia la base canonica a una b.o.n. uq,...,u, de R"”

» f té matriu ortogonal en base canonica: M tal que M*M = Id.
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Isometries directes/inverses.

En particular, si f és una isometria = det(f) = +1 i

o Sidetf = +1 diem que la isometria és directa, o que conserva
I'orientacié (vegeu apartat 2).

o Sidetf = —1 diem que la isometria és inversa, o que canvia
I'orientacid (vegeu apartat 2).
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El teorema d’estructura

Teorema (Teorema d'estructura)

F :R"” — R" és un moviment si, i només si, F es pot escriure com
F(X)=f(X)+v VX eR", (1)

amb f una isometria (isometria associada a F) i v un vector fixat.
Es a dir: els moviments son isometries f (que canvien els eixos i conserven
I'origen) seguides de translacions T, (que canvien l'origen), F = T, o f.

v

Consequeéncia

Donat F moviment, la imatge de qualsevol X € R” ve determinada per la
isometria f i la imatge d'un Py qualsevol:

F(X) = f(X — Po) + F(Po). (2)

v
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El teorema d'estructura. Consequencies

F(X)=f(X)4+v VX (com en (1)), aleshores:
@ v esta determinat per F: v = F(0) (o també v = F(Py) — f(Po) per
qualsevol Py),
@ la isometria f queda determinada per F: qualsevol u € R” es pot
escriure com u = m = f(v) = F(P)F(Q; = F(Q)— F(P).
@ La isometria f reflecteix com es transformen els vectors mitjangant F
i en canvi per transformar punts hem d'usar tota la F.

e Un moviment F és una isometria < F(0) = 0.
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Més consequencies
F(X)=f(X — Py) + F(Po) (com en (2)), aleshores:
e Amb matrius: si M = M,,(f), aleshores
[F(X) = M- (X = Po) + F(Po). |

Aixi podem escriure les “equacions”del moviment F i podem
recuperar la forma d'expressar-lo com a (1):

=M X+F(P) — M- Py
£(X) v

per tot punt X i per qualsevol Py.
e En concret, si Py és un punt fix per F (F(Py) = Py), aleshores

F(X)=M- (X — Py) + Po.

@ Si V =a+ G és una varietat lineal = F(V) és la varietat lineal
F(a)+ f(G).

Transparencies Geometria Tema 4: Moviments Primavera 2024 11/114



Outline

© Orientacions
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Orientacions a R?

Una base u1, u» de R? té orientacié

@ directa o positiva si el sentit del gir més curt de u; a up és el sentit
directe (antihorari),

@ inversa si el sentit del gir més curt de u; a up és el sentit invers

(horari).
U 4 &~ (5 {153
V’ k u1|\'\4x

Bases directes Bases inversa

Figura: Bases orientades del pla

Q. La base e, e; és directa o inversa?
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Orientacions

A R"” diem que la base estandard ey, ..., e, és directa o positiva i per les
altres bases definim:

Definicio

Una base uy, up,... de R" (n=1,2,3...) té orientacid directa o positiva,
Si

det(uy, up,...up) >0

(el determinant es calcula en base estandard). Altrament es diu que la
base té orientacio inversa, és inversa, o és indirecta.
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Orientacions a R3

A R3 per veure si una base és directa usem la regla de la ma dreta (o del
vis, o del llevataps): Una base uy, up, uz de R3 és directa quan en posar el

polze de la ma dreta estirat apuntant cap al tercer vector us, el sentit de
gir que fem en tancar la ma recorre I'angle més curt entre uy i up

-
- (25 -5
;.,..:éjx 17 ?5____
e U2 s .
. ) El producte vectorial
base directa base inversa

doéna bases directes

Figura: Bases orientades de I'espai

@ Si u,v € R3 sén vectors Li. = la base u, v, u x v és directa,

det(u, v,u x v) > 0.
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Outline

© Isometries del pla R?
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Exemples d'isometries a R?

f isometria < f lineal amb matriu ortogonal.

gir de centre 0

o f = gir de centre (0,0) d'angle « (en sentit antihorari),

M.(f) = (Cosa —sina)

sina  cos«

Q. Per qué té aquesta matriu el gir?
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Simetria respecte una recta pel 0

e f = simetria respecte una recta r = [v] 5 0. Si u és ortogonal a v =
£(X) = 2m1(X) = X = X — 27 (X).
~——
simetric de X resp.r

Q. Deduiu aquestes formules del que sabeu del Tema 2.

SRR )
)-)-5-

| la matriu en base estandard és
t

uu
Mo(f)=Id —2—.
e(f) utu

Q. Per qué té aquesta matriu?

v
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Classificacié d'isometries de R?

Teorema

Sigui f : R? — R? una isomettria.

Aleshores tenim 2 possibilitats:

o, . Calcul d’elements ca-

det Descripcio M., (f) racteristics
gir/rotacié de centre cos(a) —sin(a) T i
det(f) =1 | (0,0)1angle o en sen- sin(cy)  cos(a) e =1 _f(v)z per qual

) e ) sevolv e R

tit positin (i en qualsevol b.o.n.)
det(f) = 1 simetria/reflexié res- | Id — %uu‘ . r = [w— f(w)]" per
A pecte r =[v] 30 si u L v qualsevol qualsevol w € R
Si f és una simetria (det f = —1) respecte r = [v], i u és un vector

ortogonal a v, aleshores per qualsevol vector w:
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Exemple de simetria
Calculeu la imatge vector w = (2,5) per una reflexié f respecte la recta
r:x+3y=0.

o La recta r té vector normal u = (1,3).

@ Usant la formula:

2-1+5-3 34

213 (1,3) = (2,5) — —(1,3) = (—1.4,-5.2)

F(w) = (2,5) — 2 i

@ O trobant la matriu d’'aquesta reflexié en base estandard:

() (e (5 )

3

:>f(w):M(§>.
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Exemple de classificacié d'isometria

Donada I'aplicacié f(x,y) = (#, @) digueu si és una isometria i

quin tipus és.

o (12 —/3)2
f és aplic. lineal amb matriu M = <\/§/2 1/2 ) .

M és matriu ortogonal = f és isometria

det(M) =1 = pel Ta. classificacid, f és un gir.

Element caracteristic: I'angle «; el podem trobar perqué segons el Ta.
M ha de ser de la forma

<c95a —sma) = cosa =1/2,sina =V3/2= a=mx/3.

sina cosa

@ O també podem trobar o sabent o = m) Vv = prenent v € R?
qualsevol podem calcular cosa = W&"()‘EH i si det(v,f(v)) >0
(resp. det(v,f(v)) < 0) prenem « € [0, 7| (resp. « € [r,27]).
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Exercicis

@ Q. Donada I'aplicacié f(x,y) = (—y, —x), digueu si és una isometria,
classifiqueu-la i trobeu els elements caracteristics.

@ Problemes d’'aquesta part: 1,4
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@ Isometries de I'espai R3
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Recordem:

Isometries
f isometria

)

f aplicacié lineal amb matriu ortogonal (en base canonica o en qualsevol
b.o.n.)

)

f moviment que deixa el 0 fix.
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Exemples d'isometries de R3: Rotacié

Exemple: f = rotacié d'un cert angle respecte d'una recta r que passa
per |'origen; r s'anomena |'eix de rotacio

@ Per a distingir les rotacions d'angle 6 i —0 (= 27 — ) cal orientar la
recta r.

@ Escollim un vector u de r, orientem r = [u] per aquest vector i usem
la regla de la ma dreta: posem el polze en direccié de u i el sentit
positiu de gir és el que fa tancar la ma (mirant des de la punta de u,
el gir positiu és antihorari en el pla ortogonal a I'eix). Si v és un
vector (¢ r), aleshores I'angle 0 esta [0, 7] o [m, 27| segons:

det(v,f(v),u) >0 < 6€[0,7]

det(v, f(v),u) <0 & 6 ¢ [r,2n] (3)

@ Una rotacié no canvia el sentit de les bases i per tant és una isometria
directa (det(f) = 1).
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Exemple: Rotacié (cont.)

Per ex., considerem f = gir amb eix de rotacié r = eix de les z's i angle
/3. Aleshores,

X 1/2 —v3/2 0\ [x
flyl=1(v3/2 1/2 o] |y
z 0 0 1 z

Q. Per trobar aquesta matriu homés cal veure on va a parar cada vector de la
base; comproveu que la matriu és correctal

A la p.35 donem una férmula per a trobar la matriu d'una rotacié
qualsevol.
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Exemple: Simetria axial (rotacié d'angle 7)

Exemple: f = una simetria axial respecte d'una recta r que passa per
I'origen.
@ De fet f és un gir d'angle 7 respecte la recta r (i per tant det(f) = 1).
@ Com que m = —, no cal precisar |'orientacié que donem a I'eix.

@ Per ex. f = simetria axial respecte I'eix de les z’s, llavors, Q.
f(x,y,z) =7
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Exemple: simetria especular

Exemple f = simetria especular (o reflexid) respecte un pla 1 que passa
per I'origen.
@ La simetria especular canvia |'orientacié de les bases (mireu com es
transforma la vostra ma dreta davant un mirall), = det(f) = —1.
@ Per ex., si = {z = 0}, aleshores Q. (x,y,z) =7
@ Ala p. 35 donem una férmula per calcular la matriu d'una simetria
especular (o la imatge d'un vector concret) i és la mateixa que teniem
a R? per la simetria respecte una recta (tot es basa en calcular el
simétric d'un punt/vector).
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Exemple: simetria central

Exemple: f = simetria central respecte el (0,0,0),

f(X,y,Z) = (_Xa -, —Z).

o De fet, f = —Id (= det(f) = —1) i f equival a fer un gir d'angle ™
respecte un eix qualsevol que contingui el (0,0, 0) seguit d'una
simetria especular respecte un pla ortogonal a I'eix de gir i que passa
pel (0,0,0).
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Exemple: Rotacié seguida de Simetria especular

Exemple: g = rotacié R d'eix r = [u] i angle 0 seguida d'una simetria
respecte el pla ortogonal a r, [u]*

A la p. 37 donem una férmula per a trbar la matriu de la isometria en
aquest cas.

Anem a veure que les rotacions, simetries especulars i simetries especulars
seguides de rotacié son de fet els tinics tipus possibles d’isometries a R3.
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Teorema: Classificacié d’'isometries a R3

Teorema

Classificacié d'isometries a R3 Si f : R3 — R3 és una isometria tenim dues
possibilitats:

@ Cas 1: detf = +1 Isometria directa: f és una rotacié respecte
d’'un eix r = [u] que passa per l'origen (r és I'eix de rotacid).
@ Cas 2: detf = —1 Isometria indirecta f = és una rotacié R d’angle

0 respecte de recta r = [u] 5 O, seguida de simetria especular S
respecte del pla [u]*, f = So R.

Qualsevol isometria de R3 es pot escriure d'una d’aquestes dues maneres
(com cas 1 sidetf =1, com cas 2 si detf = —1). Es important notar que
en el cas 2, la simetria és respecte un pla ortogonal a I'eix de rotacio.

Q. Per qué qualsevol isometria té determinant 1 o —17?

Q. Si g és una rotacié respecte una recta r per l'origen i h és una simetria
especular respecte un pla per I'origen (no perpendicular a r), la composicié

f = ho g a quin dels dos casos correspon?
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Cas 1: Isometria directa det f = +1:

Estudiem amb més detall cadascun dels casos.

Cas 1: Isometria directa detf = +1: < f = rotacid respecte d’un eix
r = [u] que passa per |'origen. Suposem que |'eix de rotacié esta orientat
per ut = (u1, up, u3), i I'angle de rotacié és 6, aleshores:

@ Imatge d'un vector

f(v) = cos(f) v + (1 —cosG)EZ’Ziu%—sinHﬁ uXxv

@ Matriu en base canonica

. 0 —u3 w
1—cosf 0
Me,(f) = cosf1d + tcos uut + 20 uz 0 —uy
wu T
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@ Calcul d’elements caracteristics
» [u] = VEP's de VAP 1 = vectors fixos per f. Q. Per que?

—

» 0 =v,f(v)siv és ortogonal a I'eix [u].
» Escollim 6 en [0, 7] o [, 27] segons (per qualsevol v ¢ [u]):

det(v,f(v),u) >0 & 6c|0,7] 4
det(v, f(v),u) <0 & ¢ [r,2n7] (4)

» O bé: cos() = "(?_1 i escollim el signe de 6 segons (4) mirant
det(v, f(v), u) per qualsevol v ¢ [u].
Justificacié: Si triem una b.o.n. directa vy, v», v3 amb vz = u (base
ortonormal adaptada), aleshores té matriu de f en aquesta base és:

cos§ —sinf O

M, (f)=| sinf cosf 0
0 0 1
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Cas 2: detf = —1

f = és una rotacié R d'angle 6 respecte de recta r = [u] 5 O, seguida de
simetria especular S respecte del pla [u]*, f = So R.
@ Cas 2.a0 =0, f =S = simetria especular respecte un pla M = [u]*.
Tenim:
» Imatge d'un vector:

S(v)=v-— 2%u

» Matriu en base canonica

» Calcul d'elements caracteristics

N =[v — f(v)]* per qualsevol v ¢ .
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@ Cas 2.b: 0 #0, f =S oR. Siorientem I'eix [u] per u, tenim:
» Imatge d'un vector

f(v) =cos() v + (— 1—cos€) >u+sm9 Mo U X v

» Matriu en base canonica

. 0 —u3 up

1 0 0
Me () = cosf1d + ———= yu* % s 0 —u
—Uuy uy 0

» Calcul d’elements caracteristics
* [u] = VEPs de VAP -1.
* 0 =v,f(v) siv és ortogonal a I'eix [u].
* Escollim 6 en [0, 7] o [, 27] segons (per qualsevolv ¢ [u]):

det(v, f(v),u) >0 < 6€][0,7]
{ det(v, f(v),u) <0 <& 6 € [m2n]

(5)

* O bé: cos(f) = "(fzﬁ i escollim el signe de 6 segons (5) mirant
det(v, f(v), u) per qualsevol v ¢ [u].
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Exemple: una rotacié a R3

Fem rotar v = (1,3,3) un angle de § entorn a la recta orientada

{x —z=0,2x + y + 2z = 0}, on s’assumeix que el vector director que
ddéna I'orientacio escollida de la recta és

u=(1,0,-1) x (2,1,2) = (1,—4,1).

Q. Calculeu la imatge de v usant la férmula. Solucié:
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Exemple: una rotacié a R3

Fem rotar v = (1,3,3) un angle de § entorn a la recta orientada
{x —z=0,2x + y + 2z = 0}, on s’assumeix que el vector director que
ddna I'orientacié escollida de la recta és

= (1,0,-1) x (2,1,2) = (1, —4,1).

Q. Calculeu la imatge de v usant la férmula. Solucié:

R(v) = (1—cos§)z5’—2i +cos3(133)+sm§u><v

Com cos § = 3, sm%z%, uxv=(-15-2,7)

1 -8 1 V3
=-.—.(1,-4,1)+ (1 ¥ (—15,-2,7
(V) 2 18 ( ) b )+2( ,373)+2\/1_8( 57 b )

~ (—2.78,1.98,2.71).
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Exemple: una rotacié a R* (cont.)

Q. Calculeu la matriu d'aquesta rotacié. Solucié:
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Exemple: una rotacié a R? (cont.)

Q. Calculeu la matriu d'aquesta rotacié. Solucié:

(100 1 1
R=z1010 +% —4 (1 -4 1)
0 01 1
v [0 -1 —4 0.528 —0.315 —0.789
+-2 (1 0 -1 |~/{ 0093 0944 -—0315
VIB 4 1 0.844 0.093 0.528
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Exemple: Rotacié seguida de reflexié a I'espai.

Si f és una rotacié d'angle 7 respecte de I'eix orientat [(2,0, —3)], seguida

de reflexié respecte del pla ortogonal, calculeu la imatge del vector
v=(1,-2,2).

1 -4

(V)= 5(L-22) +(-1- )77

_ (2.0,-3)
\/I_( 6,7, —4) ~ (0.58, ~2.79, —0.95).
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Exemple: Elements caracteristics d'una rotacié |

La matriu

3/V14 —1/V/3 —1/V42
Q=1 1/V1i4 1/v/3 -5/V42
2/\V/14  1/V/3  4/V/482

compleix Q'@ = Id, per tant és ortogonal, i det Q = 1, per tant és d'una
rotacio.

Busquem I'angle 6 de rotacié: en base ortonormal adaptada la rotacié té
traca 1 4+ 2cos#. La traca no depén de la base escollida, de manera que

tr@Q—1

= 0.4982
5 0.498

cosl =

Triarem I'orientacié de I'eix per a que I'angle de rotacid estigui entre 0 i T,
de manera que tindrem 6 = arc cos (0.4982) = 1.0493 rad ~ 60.12°.
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Exemple: Elements caracteristics d'una rotacié |l

Ara determinem |'eix de rotacid: és fix, és a dir que esta format pels
vectors propis de valor propi 1. Ho resolem i déna un generador

~ u = (0.3802, —0.1942,0.2381) Per a assegurar que la rotacié tingui
angle entre 0 i m amb I'orientacié donada per u, cal comprovar que
det(w, Q(w), u) > 0 amb un vector qualsevol w (que no sigui de I'eix).
Triem w = e, per fer-ho més facil i obtenim en efecte det > 0. Si hagués
sortit det < O caldria orientar I'eix per —u per tenir I'angle en [0, 7].

En conclusié: @ és una rotacié amb eix orientat

[(0.3802, —0.1942, 0.2381)]

i angle § = 1.0493 rad.

Transparencies Geometria Tema 4: Moviments Primavera 2024 40/114



Outline

© Els angles d'Euler
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Els angles d'Euler

e Tot moviment continu d'un solid rigid (per exemple un avié) amb un
punt fix és una rotacid.

o El teorema segtient ens diu com moure un telescopi o un avié
respecte els seus tres eixos de gir que formen un b.o.n. ej, e, €3.

@ Veurem només una des les possibles descomposicions de la rotacié en
els tres eixos, anomenada yaw-pitch-roll o ZYX: per aconseguir fer
girar un avié cap a una direccié concreta, cal fer-lo girar respecte els
seus eixos de rotacié “yaw”, “pitch” i “roll”; vegeu aquest gif animat.

@ Podeu mirar també la pagina Euler Angles de la Wikipedia.
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Teorema: descomposicié en angles d'Euler

Sigui R una rotacié (isometria directa) de R3 (de cert eix > 0 i angle) i

sigui e, e, €3 una b.o.n. directa. Aleshores existeixen angles, anomenats

angles d'Euler, o € [0,27), B € (=5, %), v € [0,27) tals que
R=g1,°8,-5°8a, oOn

Q g3 = és la rotaci6 d'eix [es] i angle «,

Q g = és la rotacié d'eix [g3.(e)] i angle —3,

© g1, = és la rotaci6 d'eix [g2,—5(g3,a(€1))] i angle 7,

z0=1z1

QZS

Rotation about z0 of angleo. +Rotation about y1 of angle +Rotation about x2 of angley
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Composicié dels tres girs g1, 0 8230 834

Letacro”

3 am

LCW/SN

Podeu pensar com si el cilindre for un telescopi o un avié que volguessiu
orientar en |'espai.
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Versié Matricial
Matricialment el teorema ens diu que, donada una rotacié R (isometria
directa), Ja, 3,7 tals que:

cos . cos 3 — sin & cos v — cos a sin (3 sin 7y sin acsin v — cos a sin 3 cos
Me,R = sin awcos B cos a cos vy — sin acsin Bsin — cos a sin y — sin « sin 3 cos
! sin 3 cos 3 sin v cos 3 cos v

Observacio

L'eix de rotacié de g1, coincideix amb R(e;). En particular, a i 5 sén els
angles de les coordenades esferiques de la imatge de e; = (1,0,0) per la
rotacié R (fixeu-vos en la primera columna); en versié geografica: «
=longitud (= @ en el dibuix), S= latitud (=6 en el dibuix):

cos v cos 3
R(e1) = | sinacos g

sin 3
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Angles d'Euler d’'una rotacié

Usant la 1a col. i 3a fila de la matriu anterior, si coneixem la matriu d'una

rotacid
di1 412 413
R=1| ax ax» ax

d31 432 433

podem deduir els angles d'Euler de R:

. . _ T
sin 8 = as; (aixo determina § € (—5, 5))
a . a N .
cosa = —2L  sinoy = ——2L (aixd determina «)
/ 2 2
1-a3 1—a3
a a - b .
COSy = — o siny = e (aixd determina )
2 2
V1-—a5 V1-—a3
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Exemple: angles d'Euler a partir de matriu

En un exemple anterior, hem vist que la rotacié d'angle 7 respecte de |'eix
[(2,0,—3)] té matriu

0.797 0.588 —0.135
R=1 —-0.588 0.707 —0.392
—0.135 0.392 0.910

Els angles d'Euler sén per tant:
o sinff=-0.135= 3~ —-0.136 rad (6 € (-3, 5))

_ _ 0797 ., i _ 0588 ., _ ~

@ cosa = m_OBOS,sma o135 = 0.594 = o ~

27 — 0.636 rad
— 0.910 : __ _ +40.392

° = =20 ~ (. = T2222 _ ~(, « 0.
COSY = =035 0.918, siny o135 0.396 = v = 0.407
rad
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Outline

@ Moviments
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Moviments

Hi ha dos meétodes (interdependents) per a treballar amb moviments:
Metode 1. Usar el Teorema d’estructura: tot moviment F és una
composicié F = Ty o f, on Ty és una translacié (canvi d'origen) i f una
isometria (canvi d'eixos). Es calculen separadament la isometria i la
translacié:

Exemple: F(x,y) = (y + 2,x — 2) és un moviment que es pot descriure

()-CH0)-()

f v

F= isometria f seguida de translacié de vector v, i seguidament classificar
f. En aquest cas, F és la simetria resp. la recta x — y = 0 seguida de la
translacié de vector (2, —2).
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Perd aquesta no és la forma més senzilla de tractar rotacions/simetries

respecte varietats lineals!
Metode 2. Buscar una forma simplificada canviant |'origen de la

referencia.

@ Per exemple, el moviment F anterior és una simetria respecte la recta
x —y = 2 (notem que aquesta recta ja no passa pel (0,0)). Es molt
més senzill descriure F aixi.

@ Els resultats de les dues transparéncies segiients ens permeten passar
d'un meétode a l'altre: d'un moviment F descrit com F = Tyof
(Métode 1) a la seva forma simplificada (Métode 2) i viceversa. Aixo
s'anomena el Ta. de classificacié de moviments.
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Moviments a R?: formes simplificades de F

isometria f

moviment F = Tyo f

detf = +1 = f rotacid
d'angle 6 entorn a O = (0,0)

F rotacié d'angle 6 entorn
a P punt fix de F
o
F= translacié (si no té punts fixos)

detf = —1 = f reflexié
resp. recta r = [w] 3 O

F = simetria resp. recta P + [w],
si F té punts fixos (tota la recta)
)

F = reflexi6 respecte de recta 7 || r,
seguida de translacié
de vector w || w,
si F no té punts fixos

Transparéncies Geometria Tema 4: Moviments
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Moviments a R3: formes simplificades de F

isometria f moviment F = T o f
1. detf =+1 1.1 F = rotacié angle 6 i eix
f rotaci6 angle 6 P + [u] si F té punts fixos
i eix r=[u] 3 0=(0,0,0) 1.2 F bo té punts fixos,
F=Tzof
(o m. helicoidal)
2. detf = —1 = f rotacié 2.1 F = rotacié d'angle 6 # 0 i eix
d'angle fieix r=[u]> O F|| r, seguida de simetria
seguida de reflexid resp. un plaw L r
respecte del pla r+ 3 O si Ftéuntnicpuntfix P=7NF,
2.2 0 =0, F no té punts fixos,
F=Tzof
2.3 60 =0, F = simetria respecte pla 7w L r
si F té tot un pla 7 de punts fixos.

Transparencies Geometria Tema 4: Moviments Primavera 2024 52 /114



De forma simplificada a equacions del moviment
Si tenim la forma simplificada de F, si tenim un moviment que és una
rotacié (o simetria) perd amb eix (o pla), que no passa per I'origen cal:
© Observem a les taules anteriors que F té punts fixos < F es pot
descriure com rotacid i/o simetria resp. una varietat lineal.

@ Identificar un punt Py que sigui de I'eix de rotacié/pla de simetria,
que és fix pel moviment (F(Py) = Po) i ens servira d’origen pels
nostres calculs. Aixi podem calcular la imatge de qualsevol punt X
posant-lo com X = Py 4+ PoX i aplicant la férmula (2)

F(X) = Py + f(PoX) = f(X — Py) + Py

on f és la mateixa rotacié i/o simetria que F pero respecte d'un
eix/pla paral-lel al que teniem que passa per I'origen (= és
isometria). Q. Comproveu mirant les p.53 i 54 que a cada F descrit en
forma simplificada, la isometria que |i correspon és la mateixa pero respecte
la var. lineal paral-lela que passa pel 0.

© Com que sabem calcular la matriu de f, obtindrem immediatament
les equacions de F o la imatge de qualsevol punt.
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Exemple de rotacié a R? |

Exemple

m

Sigui F la rotacié de R? d’angle = —% i centre P = (2, —1). Busquem la
imatge de Q = (1,4) per F:

Segons p.53, la isometria f associada és una rotacié amb matriu
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Exemple de rotacié a R? Il

Exemple

Busquem ara la imatge de la recta / : Q + [(5,7)]: J

Acabem de calcular F(Q). La direccié de la nova recta ve donada per la
isometria £ (no el moviment F!) aplicada al v. director (5,7) =

P (5 (23

F(Q+[V]) = F(Q) +[f(v)] =

Aixi

(3+5\/§ 3+\/§)+[(5+7\/§ 7—5\/5)]
2 2 2 2
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Exemple: Reflexié a R? |

Exemple

F = reflexié de R? respecte de la recta r : x — y = 5. Calculem la imatge
de Q = (3,4).

Triem punt P € r per fer d'origen. Per exemple P = (5,0)
Ara F(Q) = P+ f(PQ).
El vector normal a I'eix de reflexié r és u = (1,—1). Aixi que

. , <PQ,u> 6 .
f(PQ)=PQ—-2——u=(-2,4)+2=-(1,-1) = (4,2
(PQ)=PQ -2 " u=(-2.4)+2,(1,-1) = (4.-2). i

F(Q)=(50)+(4-2)=(9,-2)
Exemple
Calculem ara la imatge de la recta / : x — by = 1 per aquesta reflexid. J
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Exemple: Reflexié a R? I

Posem la recta / en la forma parametrica:
I+ Qi+ [Vl] = (17 0) + [(5? 1)]

Ara

F(Q) = P + £(PO1) = (5,0) + (—4,0) +22(17—1) —(5,-4), i

<wvi,u> 4
——u=(51)—2=(1,-1) = (1,5).
—l = (5.1 - 25(L-1) = (19)

Per tant, F(/): (5,—4) + [(1,5)].

fln)=wv1 —2
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Exemple: Rotacié a R3 |

Exemple
Donada F, la rotacié de R3 d’angle 7 respecte de la recta

r:(2,2,—-1)+[(1,3,5)], busquem la imatge de la recta

I’ X—y+2z=1
| x+y+z=3

Posem / en forma parameétrica:

@ Punt de /: fent z=0 tenim x — y = 1,x+ y = 3 aixi que
Q=1(2,1,0) €I

o El vector director de [ és v =(1,-1,2) x (1,1,1) = (-3,1,2). Aixi
I (27 1, 0) + [(_37 1, 2)]

Transparencies Geometria Tema 4: Moviments Primavera 2024 58 /114




Exemple: Rotacié a R3 I

Ara, I'eix de rotacié passa per P = (2,2, —1), de manera que:

F(Q) =P+ f(PQ)=(2,2,—1) + f(0,-1,1) = (2,2, 1)+

T 7 (u,(0,—-1,1)) sin 5
cos —(0,—1,1) + (1 —cos =) Su+ ux(0,—-1,1)
2 27 Au,u) [l
2 1
—(2,2,-1) + —(1,3,5) + ——(8,~1,~1
2.2.-1)+ (13,9 + —=(6.-1.-1)

1
=572+ 8v/35,76 — /35, —25 — /35)
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Exemple: Rotacié a R3 Il

mentre que la direccié de la recta es modifica per la isometria

f(V’)zcos%V%—(l—cos%)iZZi +s||":j||§u><v
10
1,3,5) + 1,-17,10
— H1L35)+ (1-17,10)
= 55(10+ /35,30 — 17+/35, 50 + 10v/35)

Aixi doncs,

F() - F(Q) +[f(V)] = 3¢ (72+8\/_76 V/35,—25 — \/35)+
[(10 + /35,30 — 171/35, 50 + 101/35)
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Exemple: Reflexié de R3 respecte un pla |

Exemple

Considerem la reflexié de R3 respecte del pla x — 2y — z = 2. Calculeu les
imatges de Q = (1,—1,4) idelplaM=x+y—z=1.

Primer identifiquem un punt del pla de reflexié: Si Fem y = z = 0 tenim
P =(2,0,0). Un vector ortogonal al pla de reflexi6 és u = (1, -2, —1).
Ara apliquem que

F(Q) =P+ f(PQ) = (2,0,0) + f(—1,—1,4) = (2,0,0)+
<(-1,-1,4),(1,-2,-1) >
12 4+ (-2)2 + (-1)?

=(2,0,0)+(—1,-1,4) — ( 63)( -2,—-1)=(2,-3,3)

(-1,-1,4) — 2

(1,-2,-1)
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Exemple: Reflexié de R3 respecte un pla Il

Per trobar la imatge del pla I1, apliquem la reflexié al seu vector normal
n=(1,1,1):

< nmu> (-2)

5 11
—(1L,1,1) 21,2, -1) =2
Stz -2 2020 = (553

F(A) = i—2 -
(M) =n 3733

Ara triem un punt de [1: Fent y = z =0 tenim @Q; = (1,0,0). La imatge
de Q1 per la reflexié és:
F(Qi) = P+ f(PQ:) = (2,0,0) + f(—1,0,0)

< u,PQ >
—Uu
<u,u>

-1
=(2.0,0)+(~1,0,0) ~2-~(1,~2.-1)

_ (442
~\373 3
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Exemple: Reflexié de R3 respecte un pla Il

Com F(I) passa per F(Qy) = %(4, —4,—2) i té vector normal
f() = 1(5,—1,1), la seva equacié implicita és

5.1 1 2
3¥ T3 T35 T g
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Matriu dels moviments

Sigui F moviment d'equacions F(X) =M - X+ bon M = M,(f) .
Considerem

@ P= la imatge de I'origen, P = F(0) = b,
@ els vectors u; = f(g;) i
o la referencia ortonormal u = {P; u1,..., up}.

Aleshores

és la matriu de canvi de referéncia de u a la referéncia natural e. Q. Per
que?

| al revés, la matriu de canvi de referencia invers Ae_,, correspon al
moviment invers F~1 que envia P a O i uj a e.
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Canvis de referencia i moviments

Canvis de referéncia ortonormals sdn moviments

Sigui u = {P; u1, u2,...,up} una referéncia ortonormal de R" i Ay_e la
matriu de canvi de ref. a la canonica e,

A'He:(o M 0 f)

Aleshores podem reinterpretar el canvi de referéncia com un moviment F:
F(X)=MX+ b, queenviaOa Pieau.
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Exemple

Si a R? considerem la referéncia ortonormal
u= {P = (1,3)1 uy = (%7 %)7 up = (_%7 \/Ai)}a llavors

1
Au—)e:( 3)

El moviment corresponent és

‘
=
&

o=l
ofsl
=

1 1 1 1 1
y V2 V2 y V2 \[y

Q. Per qué és un moviment aquesta aplicacié?
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Exemple: canvis de referencia com a moviments |

Exemple

Comprovem que el canvi de referéncia de R? donat per la matriu

08 06 1
Aise=1| —06 08 3
0 0 1

és un canvi de referencies ortonormal, i identifiquem els seus elements
caracteristics com a moviment.

El moviment associat és

Fen=( G 08 ) (5)+(5)

La matriu de la isometria és

0.8 0.6
M‘(—o.e 0.8>'
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Exemple: canvis de referencia com a moviments ||

Com det M = 0.82 + 0.62 = 1, la isometria f és una rotacid, d’'angle 6 tal
que cosf = 0.8, sinf = —0.6 i, per tant, I'angle § ~ —0.64. El moviment
F és per tant (mirant p.53) una rotacié d'angle 6 i un cert centre P.

El centre de rotacié és un punt fix de F, per tant compleix

0.8 0.6 X 1 X
=55 05) (5)+()-(5)
Ho podem escriure com a sistema lineal, i obtenim: El sistema lineal és

0.8x 4+ 0.6y +1 =x
—0.6x+08y+3=y

que déna com a solucié P = (5,0), el centre de rotacié.
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Outline

@ Problemes
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Problema 3 |

Problema 3i
Trobeu les matrius en base canonica
@ de la reflexié de R? respecte la recta 2x + y = 0,

Solucié:

Q| >> /4 wvector ortogonal a la recta de reflexzio
>> ul=[2;1];
>> Si1=eye(2)-2/(ul’*ul)*ul*ul’
S1 =
-0.60000 -0.80000
-0.80000 0.60000
>> format rat
>> Si1=eye(2)-2/(ul’*ul)*ul*ul’
S1 =
-3/5 -4/5
-4/5 3/5. ..
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Problema 3 |l

(2% 55
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Problema 4

Problema 4

Trobeu la matriu en base canonica de la rotacié g de R? que porta la
rectar:x+y=0alarectal:x—(24++3)y =0.

Solucio: Rotacié d'angle « = 7/3 o a = —27/3 i centre 0. Matriu:

cosa —sina
sina  cosa )
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Problema 6 |

Problema 6

Siguin dues reflexions g1, g» de R® amb direccions ortogonals al pla de
simetria u; = [(1,2,2)], u2 = [(1, —1,2)] respectivament. Quina mena
d'isometries sén g1 o g», g» o g1 Trobeu els seus elements caracteristics.

Solucid:

@ La composicié de dues isometries inverses és directa (calculeu
determinants).

>> uil=[1,2,2]’; u2=[1,-1,2]";
>> u=cross (ul,u2)’
ans =
6 0o -3
>> dot(ul,u2)/(norm(ul)*norm(u2))
ans = 0.40825
>> acos (dot (ul,u2)/(norm(ul)*norm(u2)))
ans = 1.1503
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Problema 6 I

>> 2%360%1.1503/(2%pi)
ans = 131.81

@ g og: girdeix [u=(6,0,—3)] i angle 131’81 si esta orientat per wu.

@ g1 0g: girdeix [u=(6,0,—3)] i angle —131'81 si esta orientat per
u.
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Problema 13 |

Problema 13

Fem una rotacié d'angle 3 entorn de la recta

{x =2y +z=2,x—3y =0}. Calculeu les imatges
@ del punt P = (4,0,3),
@ de la recta r: (4,0,3) + [(3,—2,—4)],
© del plam: —2x —37y + 17z = 43.
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Escrivim les dades inicials

>> alfa = pi/3; Jangle rotacto

> A = [1,-2,1;1,-3,0]; Jnormals al pla
>> b = [2,0]’; JTerme <independent

>> P [4,0,3]1°; ZApartat (%)

>> Pr = [4,0,3]°; ZApartat (i%)

>> vr = [3,-2,-4]1’; JApartat (23)

>> Api = [-2,-37,17]; JApartat (%i%)

>> bpi = 43; JApartat (4i4%)

Per fer la rotacié del punt P = (4,0, 3), calculem el vector director de I'eix
de rotacié

>> u=cross(A(1,:),A(2,:))7;
>> ) punt de l’eixz de rotacto
>> R=A\b;
>> / usem: F(P)=R+f(P-R) amb f=rotacto d’eiz per l’origen
>> v=P-R;
>> fP=R+(1-cos(alfa))*dot(u,v)/dot(u,u)*u+cos(alfa)*v+
sin(alfa)*cross(u,v)/norm(u)
fP =
3.76112
-1.32782
0.95553
ST Ta—




Calculem la rotacié de la recta r : (4,0,3) + [(3, =2, —4)]:

>> % (ii) La rotactio del punt ¢ la del wector director
>> ) donen la de la recta
>> 7 falta la rotacio del wvector director vr
>> gvr=(1-cos(alfa))*dot(u,vr)/dot (u,u)*u +
cos(alfa)*vr+sin(alfa)*cross(u,vr)/norm(u)
gvr =
1.4333
1.8500
-4.8500

Calculem la rotacié del pla 7 : —2x — 37y + 17z = 43. Observem que el
punt P que ens han donat ja pertany al pla. Aleshores només ens caldra
buscar la imatge del vector normal per la isometria.

>> Api*P

ans = 43

>> J Efectivament, Api*P=bpi

>> ) fer rotar el wector normal del pla

>> n=Api’;

>> gn=(1-cos(alfa))*dot(u,n)/dot (u,u)*u+cos(alfa)*n +
sin(alfa)*cross(u,n)/norm(u);

>> fApi=gn’

T Ty




fApi =
-14.404 -34.022 -17.234

>> fbpi=fApix*fP

fbpi = -25.469

>> 7 el pla rotat te equactio amb coeficients fAp1i
i terme independent fbpi

Solucid:

O f(P) = (3.7611,—1.3278,0.9555).

@ f(r) = (3.7611, —1.3278,0.9555) -+ [(1.4333, 1.8500, —4.8500)].

Q f(m) = {—14.4041x — 34.0220y — 17.2344z = —25.4688}.
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Problema 18

Problema 18

@ Sigui F un gir de R? al voltant d'un punt p. Si F(q1) = go,
demostreu que p pertany a la recta perpendicular a u = g» — g1 i que
conté al punt (g1 + g2)/2.

@ Trobeu el gir de R? que verifica F(1,1) = (—1,3) i que
F(2,0) = (0,4) (equacions, centre i angle de gir).

Solucié:
(i) gir de centre (—1,1) i angle 7/2. Equacions F(x,y) = (—y,x + 2).
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Problema 19 |

Problema 19

© Sigui F una simetria respecte a una recta r de R?. Si F(p) = q,
demostreu que r és la recta perpendicular a u = g — p que conté al
punt (p+ q)/2.

@ Trobeu la simetria axial de R? que verifica F(2,3) = (1,1)(equacions
i eix de simetria).

Solucié: Part 2:
@ El vector o= pg és 7= (1,1) — (2,3) = (—1, —2). Per tant, |'eix és
de la forma:
—x—=2y=C
per a una C que determinem perque la recta passi per
(p+4q)/2=(3/2,2), cosa que dbna

—x =2y =-11/2
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Problema 19 I

@ Es tracta doncs d'una simetria resp. recta x + 2y = 11/2.
o El seu eix té direccié normal [(1,2)].

@ Les seves equacions sén

F(x,y) = (g2> + (x— g,y—2>
((x=3vy-2).(1,2)
((1,2),(1,2))

1
o (114 3x — 4y, 22— 4x — 3y)

-2

(172) =
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Problema 20

@ Sigui F una rotacié al voltant d'una recta r de R3. Si F(p) = g,
demostreu que I'eix r pertany al pla 7 perpendicular al vector
u=q— pique conté al punt (p+ q)/2.

@ Si F és una rotacié de R tal que F(1,1,1) = (1,1,0) i que
F(0,1,0) = (1,0, 1), trobeu I'eix, I'angle de gir i les equacions de F.

v

Solucié: Part 2:

@ Per trobar I'eix, veiem que és perpendicular a
v=(1,1,1) - (1,1,0) =(0,0,1)

i que conté el punt p, = (p+ ¢q)/2 =(1,1,1/2). Aixo ens dona el pla
que conté I'eix:

zZ = E .
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e Fem el mateix amb F(0,1,0) = (1,0,1) i obtenim el pla:

1
x—y+z:§

o L’eix de gir ve donat per la interseccié d'aquests dos plans, en forma
parmetrica (0,0, 3) +[(1,1,0)].

@ L’angle de gir el podem trobar com I'angle que fa un vector
perpendicular a I'eix de rotacié amb la seva imatge.

@ En el nostre cas, podem usar que el vector p1p ja és perpendicular a

I'eix. La seva imatge F(p1)F(p) = p1q ja que F(p1) =p1i F(p) =q.
Aquests dos vectors son

1 1
p=(1,1,1)—-(1,1,2) = -
pP1p ( 5 4y ) ( ) 72) <O7O72)

FlpF(p) = (1,1,0) ~ (1,1,2) = (0,0, ')
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@ Observem I'angle que fan aquests dos vectors és exactament 7 (sense
amigiiitats), que és, de fet, una simetria axial respecte |'eix de rotacié
en aquest cas.

@ Es tracta doncs d'un gir d'eix (0,0, %) +[(1,1,0)] i angle m que és,
per tant, una simetria axial respecte aquest eix.

@ Com que la matriu d’una simetria axial respecte un eix és

2
S=—"—"uu—Id
utu
on u és una direccié perpendicular a I'eix, en el nostre cas tenim que
la isometria corresponent és la simetria:
>> u=[1;1;0];
>> 2*ux*u’/(u’*u)-eye (3)

ans =
0 1 0
1 0 0
0 0 -1
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@ Finalment, calculem les equacions de la simetria respecte |'eix:

F(x,y,z) = (0,0, %) —S(x,y,z—1/2) = (y,x,—z + 1).
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Problema 21
© Sigui F una simetria respecte un pla 7. Si F(p) = g amb p # g,
demostreu que el pla 7 és perpendicular al vector u = g — p i que
conté al punt (p + q)/2.
@ Si F és una simetria respecte un pla 7 tal que F(1,2,3) = (3,2,2),
trobeu el pla de simetria i les equacions de F.

Solucié: Part 2:

>> p=[1;2;3;]1; q=[3;2;2];
>> u=q-p
u =

2

0

=il
>> punt_pla=(p+q)/2
punt_pla =

Transparencies Geometria Tema 4: Moviments Primavera 2024 83 /114



Problema 21 I

2
2
5/2
>> dot (u,punt_pla)
ans = 3/2

@ Simetria resp. pla 2x — z = 3/2 (normal [(2,0, —1)]).
@ Matriu de la simetria respecte pla perpendicular a u:

>> S=eye (3)-2*%u*u’/(u’*u)

S =
-3/5 -0 4/5
-0 1 -0
4/5 -0 3/5

e Ho apliquem a (x — 1,y — 2,z —3) i li sumem (3,2, 2) per obtenir
F(x.y,2):
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>> S*(—p)+q
ans =

6/5

0

-3/5

o Equacions F(x,y,z) = (£x+ 22+ 2,y 2x+ 3z -3).
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Problema 22 J

Trobeu una reflexié que porti el pla 7 :2x — y — z = 4 sobre el pla z = 0.

Solucio:

@ N'hi ha prou amb determinar el pla 7, de la reflexié. Clarament la
interseccié entre 7w i z =0, ens déna una recta r que pertany al pla
de reflexid, ja que és formada per punts fixos. Aquesta recta, en
forma paramétrica es pot expressar com (3,2,0) + [(—1,—2,0)].
>> upi=[2;-1;-1]; uz=[0;0;1]; u=cross(upi,uz)’

u =
-1 -2 0

e El pla buscat és la 'bisectriu’ entre els dos plans (hi ha dues
solucions).
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o El pla 7 es pot expressar de forma parameétrica com
(3,2,0) +[(—1,-2,0),(0,1,—1)]

i, ortogonalitzant la base, com
>> ul=[-1;-2;0]; u2=[0;1;-1];
>> vi=ul; v2= u2-((dot(vl,u2)/dot(vi,vl)))*vi
v2 =
-2/5
1/5
=il

(3,2,0) +[(—1,2,0),(—2,1,-5)]
o El pla z =0 es pot expressar de forma paramétrica com
(3,2,0) + [(—1,-2,0),(1,0,0)]

i podem ortogonalitzar també la base:

Transparencies Geometria Tema 4: Moviments Primavera 2024 87 /114



Problema 22 1l

>> ul=[-1;2;0]; u2=[1;0;0];
>> vi=ul; v2= u2-((dot(vli,u2)/dot(vl,vl)))*vi
v2 =
4/5
-2/5
0

(3,2,0) +[(—1,-2,0),(2,-1,0)]

@ La reflexié que busquem enviara vectors de la mateixa norma en la
direccié [(—2, 1, —5)] a vectors de la mateixa norma en [(2, —1,0)].
En particular, enviara el vector

1
Vo = ——
>~ /30

a un dels dos vectors de norma 1 en [(2, —1,0)]:

(—=2,1,-5)

Vs =

+1

—(2,-1,0)

V5

T Ry T
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@ Prenem, per exemple, el positiu en aquesta darrera equacié.

o El pla que busquem vindra donat per

(vz + v2)

l\.)ll—l

(37270)+ [(_17270)7W]7 w =
on, després d'uns calculs
w | (—2 +2v6,1— V6, —5)

de manera que un dels dos plans buscats és

(3,2,0)+[( 1,2,0) (24_2\/_1 V6. — )}
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@ Si ho volem en forma implicita, tenim que aquest pla té com a vector

normal
<10, 5,56 — 5)

i déna lloc al pla
2x —y+(V6—1)z=4.

o L'altra possibilitat és la reflexié respecte pla 2x —y + (—\/6— 1)z =4.
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Problema 28
Una rotacié té eix (1,—1,2) 4+ [(1,1,1)] i envia P = (0,—4,0) a
Q = (—1,—2,—1). Identifiqueu I'angle de rotacié orientant |'eix amb el
vector director donat.

Per veure si I'angle és al segon o tercer quadrant, mirem I'orientacié de

I'eix

Transparéncies Geometria Tema 4: Moviments

>> Pr = [1,-1,2]7;

>> vr = [1,1,1]°;

>> P = [0,-4,0]";

> Q = [-1,-2,-1]7;

>> J projeccio ortogonal de P en l’eizx

>> prP=Pr+dot (P-Pr,vr)/dot (vr,vr)*vr;

>> J costnus de l’angle

>> cosa=dot (Q-prP,P-prP)/(norm(Q-prP)*norm (P-prP))
cosa = -0.50000
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>> vor=cross (P-Pr,Q-Pr);

>> \/mirem si vr i vor son orientats iguals en l’eix.
>> or=sign(dot (vor,vr));

>> \/ angle tenint en compte orientacio

>> angleor=or*acos (cosa)

angleor = 2.0944
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Problema 32
Trobeu una referéncia ortonormal a R3 tal que:
Q tingui origen a P = (0,1,2)

@ tinguin eixos X, Y paral-lels a u; = (1,—1,2),u = (1,1,0)
respectivament

© sigui directa

Quin és I'eix i angle de rotacié de la isometria d'aquest canvi de referéncia?
v

Solucié:

@ Anomemem la nova referencia R = {P, &1, &, &}.

P =(0,1,2);
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o L'eix X s’envia a X que és paral-lel a vy, per tant,
& ==+(1,-1,2)/V6

e i, fent el mateix amb Y,
& = +(1,1,0)/V2

@ Com que no hem de trobar totes les referencies que compleixen
aquestes propietats podem triar els signes positius i triarem &z de
manera que &1, &, €3 sigui directa.

@ Com que volem que la base sigui ortonormal i directa triem:

&s=a/Né&=(-1,11)/V3}
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@ Per tant, en resum,

R={P=1(0,1,2);
1,-1,2)/V6,
1,1,0)/v2,
~1,1,1)/V3}.

& =(
&= (
& = (

@ La matriu de canvi de base M{E-}—>{e-} és la matriu en base canonica
1 1
d'una isometria que envia e; a &; aquesta isometria és un gir d'eix [u]
on u és un vector propi de valor propi 1 de la matriu

§V6 3vV2 —3V3
V6 3v2  3V3
V6 0 33
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que es pot veure ;) que és, per exemple,

3-v36+3/2-2V/3-6
V6 2v/3

@ Si ho volem fer mitjangant Matlab/Octave

, 1

>> vi1=[1,-1,2]’/sqrt(6);

>> v2=[1,1,0]"/sqrt (2);

>> v3=[-1,1,1]1"/sqrt(3);

>> A=[v1,v2,v3]

A =
0.40825 0.70711 -0.57735
-0.40825 0.70711 0.57735
0.81650 0.00000 0.57735

>> A’*%A Jsempre wva be comprovar-ho

ans =
1.00000 0.00000 0.00000
0.00000 1.00000 0.00000
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0.00000 0.00000 1.00000
>> r=null(A-eye(3)) Jtambe amb eig.
r =

-0.30772

-0.74291

-0.59447
>> r(1)/r(3) Jcomprovem el resultat
ans = 0.51764

@ Per calcular I'angle, busquem un vector perpendicular a r i calculem
I'angle que forma amb la seva imatge:

>> nr=[r(2),-r(1),0]
nr =
-0.74291 0.30772 0.00000
>> dot (r,nr)
ans = 0
>> Fnr=A*xnr’
Fnr =
-0.085698
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0.520882
-0.606580
>> cosa=dot(nr,Fnr)/(norm(nr)*norm(Fnr))
cosa = 0.34635
>> acos (cosa)
ans = 1.2171

orientant I'eix per nr (observem que la orientacié és diferent de la
solucié que ens proposen).
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Problema 31

Sigui el canvi de referéncia de R? donat per la matriu

1/v/5 2/v/5 —4
Al=1 —2/v/5 1/v/5 2
0 0 1

Es la nova refereéncia ortonormal? Es directa? Trobeu
@ Els elements caracteristics del moviment associat.
@ L’equacié paramétrica de la recta (1,3) + [(—1,1)].

© L’equacié implicita de la recta x — 4y = 3.

Solucid:
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@ Hem de veure si la matriu

(%0 %)

és ortogonal per veure que A és ortonormal

>> A=[1/sqrt(5),2/sqrt(5);-2/sqrt(5),1/sqrt (5)]
A =
0.44721 0.89443
-0.89443 0.44721
>> AVxA
ans =
1.00000 0.00000
0.00000 1.00000

@ La isometria és directa perqueé el determinant val 1 i per tant es
tracta d'una rotacié.
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@ El centre de gir sera un punt fix de |'aplicacié

>> b=[-4;2]; C=(A-eye(2))\(-b)
c =
-0.38197
4.23607
>> A*C+b
ans =
-0.38197
4.23607

és a dir el centre sera (—0.38197,4.23607).

@ Per trobar I'angle calculem la traca:

Transparéncies Geometria Tema 4: Moviments
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>> cosa=trace (A)
cosa = 0.89443
>> acos(cosa)
ans = 0.46365
>> Ax[1;0]
ans =
0.44721
-0.89443

per tant I'angle és —0.46365 = 27 — 0.46365 = 5.8195.
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Problema 37
Tenim un brac robot amb tres articulacions A, Az i As. Els segments que
uneixen les articulacions i A3 amb la ma M del robot tenen tots longitud
1. Inicialment el brag esta a la posicié6 A; = (0,0,0), A, = (1,0,0),
A3 =(2,0,0) i M =(3,0,0) amb els eixos de les articulacions en
direccions u; = (0,0,1), up = (0,1,0) i u3 = (0,0,1). Les articulacions
del brag robot es mouen un angle /4 cadascuna.

© Trobeu la posicié final de la ma M.

@ Suposant que |'orientacié original de la ma coincideix amb la base
canonica, trobeu la seva orientacié final.

Solucid:
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(i) La posicié final de la ma vindra donada per la composicié dels tres
girs aplicada a la posicié de la ma:

>>
>>
>>
>>
>>
>>

>>

>>

>>

>>

Gy 0 Gy o G3(M)

ul=[0,0,1]’;u2=[0,1,0]’;u3=[0,0,1]1’; alfa=pi/4;
#Gi=gir d’angle pi/4 respecte etz Ai+[ui].
% Orientem els eizos per ut.

#Hem de calcular G1(G2(G3(M))). Comencem per G3:

v=M-A3;

G3M=A3+(1-cos(alfa))*dot(u3d,v)/dot (u3,u3d)*uld3+...
cos(alfa)*v+sin(alfa)*cross(u3,v)/norm(u3);

#Ara G2 aplicat a G3M
v=G3M-A2;

G2G3M=A2+(1-cos (alfa))*dot(u2,v)/dot (u2,u2)*u2+...
cos(alfa)*v+sin(alfa)*cross(u2,v)/norm(u2);

#I ara G1 aplicat a G2G3M:

>> v=G2G3M-A1;
>>Posiciofinal=A1+(1-cos(alfa))*dot(ul,v)/dot(ul,ul)*ul+..
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cos(alfa)*v+sin(alfa)*cross(ul,v)/norm(ul)
Posiciofinal =

1.0607
2.0607
-1.2071

@ També ho podem fer a ma

Gio Gyo G3(M) = Gyo Gy \/75 =
0

V2
20 2\ [ F 1 1 3¢
G1 0 1 0 g +1 0 = 4+i\@
V2 o 2 0 0 _14v2
2 2 2

(i) L'orientacié de la ma no varia.
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Problema 41 J

Trobeu els angles d'Euler per la rotacié d'eix [(—2,2,3)] i angle 7.

En primer lloc anem a construir la matriu de la rotacié

>> u=[-2,2,3]";
>> theta=pi/4; /no es cap angle d’Euler sino de la rotacio

Calculem la matriu de la rotacié aplicant la rotacié a e, en, es:

>> el1=[1,0,0]";
>> A(:,1)=(1-cos(theta))*dot(u,el)/dot (u,u)*u
+ cos(theta)*el + sin(theta)*cross(u,el)/norm(u)
A =
0.77602
0.44558
-0.44637
>> e2=[0,1,0]";
>> A(:,2)=(1-cos(theta))*dot(u,e2)/dot (u,u)*u
+ cos(theta)*e2+sin(theta)*cross(u,e2)/norm(u)
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A =
0.77602 -0.58341
0.44558 0.77602
-0.44637 -0.23962
>> e3=[0,0,1];
>> A(:,3)=(1-cos(theta))*dot(u,e3)/dot (u,u)*u
+ cos(theta)*e3 + sin(theta)*cross(u,e3)/norm(u)
A =
0.77602 -0.58341 0.23962
0.44558 0.77602 0.44637
-0.44637 -0.23962 0.86217
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Ara passem a identificar a partir dels elements de la matriu, els angles

d’'Euler corresponents:

sin 5 = a3; (aixd determina B € (—=, =))

272
a1 . a1 s ,
cosa = ————,sina = ———— (aixd determina «)

a _ . .
L,sm'y = ———— (aix0 determina 7)
/ 2 2

En efecte, comencem per .

>> beta=asin(A(3,1))

beta = -0.46271
a1l . ari
cosq = ——— =, sina= ————
2 2
\/1—a35; \/1—a5;
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>> alfa=acos(A(1,1)/cos(beta))
alfa = 0.52122

Com que ap1 > 0 cos(B) > 0, tindrem que sin(alpha) > 0 i I'angle 0.5213
no cal canviar-lo de signe/restar-lo de 2. Passem finalment a ~:

33 L a3
—— siny= ——
\/1_351 \/1_351

‘>> gamma=acos (A(3,3)/cos(beta))

cosy = (aixd determina )

gamma = 0.27109
En aquest cas observem que a3y < 0 i, per tant, el siny ha de ser negatiu.

D'aqui que cal canviar 7y de signe i passar-lo a [0, 27):

>> gamma=2*pi-acos(A(3,3)/cos(beta))
gamma = 6.0121

En resum:
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@ Primer angle d'Euler: o = 0.5213 rad.
@ Segon angle d'Euler: § = —0.4627 rad.
o Tercer angle d'Euler: v = 6.0121 rad.
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Problema 42

Una camera esta instalada en un tripode que permet els 3 girs:

&S in

La camera inicialment es troba plana, apuntant en la direccié de (1,0,0).
Volem que apunti a un objecte en P = (10%,2 - 103, —10%), de manera que
la base de la camera formi un angle de § amb el pla horitzontal OXY'.
Quin angle hem de fer girar cada engranatge?

o Els angles que ha de girar en cada engranatge sén precisament els
angles d'Euler (no considerem dimensions de la camera):
> gl: gir sobre I'eix Z,
> g2: gir sobre I'eix Y desplacat, i finalment
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» g3:gir sobre I'eix X desplagat.

@ Si deixem lliures tots els angles, hi ha moltes solucions. Aqui, pero,
ens demanen que la base de la camera formi un angle de g amb el pla
horitzontal OXY'. Aixo implica que el gir sobre I'eix de gir gir3 (gir
de la camera sobre el seu eix) sigui de 7/6:

>> gamma=pi/6
gamma = 0.52360

@ Per calcular la resta d'angles d'Euler, busquem les dues primeres
columnes de la matriu de rotacié.

@ Com que la camera inicialment esta horitzontal i apunta a la direccié
(1,0,0), la rotacio R ha d'enviar (1,0,0) a (10%,2-103, —103) partit
per la seva norma. Podem calcular la primera columna de la matriu R
aixi:
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>> v=[10"4,2%¥10"3,-10"3] ’;
>> JPer tant la 1a columna de la matriu de R es:
>> col=v/norm(v)
col =
0.975900
0.195180
-0.097590

@ Si mirem les férmules per a a i f3:

™ T

sin 8 = a3 (aixd determina 8 € — 5))

a1 a1 -y .
(aixo determina «)

oS = —————,sina = ——
2 2
V31-an V31-an

veiem que no és necessari calcular la resta de la matriu. En efecte
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>> beta=asin(col (3))

beta = -0.097746
>> alfa=acos(col(1)/cos(beta))
alfa = 0.19740

@ No cal que modifiquem el valor de «, ja que cos(3) > 0i col(2)
també, i, per tant, tindrem que sin(c) > 0 i no cal modificar I'angle
de 0.1974. En resum:

> Primer angle d'Euler: o = 0.1974 rad.
» Segon angle d'Euler: 8 = —0.0977 rad.
» Tercer angle d'Euler: v = /6 rad.
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