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En aquesta xerrada presentem una introduaigproblema dels 10 martinis, recent-
ment resolt, des de diferents formulacions. Veurem com cadascuna d’aquests punts de
vista proporciona una informdzivaluosa i complemeatia sobre el problema i la seva
solucb.
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1 Lequacio de Harper ila formulacio dinamica

La formulacb més senzilla del problema dels 10 martinis fa ref@ia a 'anomena-
da’equadd en difeencies de Harper

Tpt1 + Tn—1 + beos(2mwn + @)z, = az, n €z Q)

on la in@gnitaés una success{z, )necz deR i a, b, w i ¢ sON paBmetres reals. El fet

gue aquesta equdgicom veurem desps, provingui de diversos problemési¢s, mo-

tiva que aquests pametres rebin una denomina@special. Per exemple, el paretre

a s'anomengarametre espectral energia El termeb cos(2mwn + ¢) &s un termee-
riodicsi lafreguénciaw és racional o equasi-perddic en cas que sigui irracional. En
qualsevol dels dos casé£s un paametre dacoblamentja que per & = 0 el terme

en cosinus desapareix. Finalment,queés de fet un pametre nddul 27, és a dir a

T = R/(27Z) s'anomena ldase

Com és ben sabut, podem resoldre el problema de valors inicials associat a I'e-

quacb de Harper (1) per a cada parella de condicions inici&s.esPer a ai% podem

*Aquesta recerca ha estat finangada en part pels ajuts DGICYT BFM2000-805, BFM2003-09504-C02-01
i CIRIT 2001 SGR-70.



escriure-la com a sistema de primer ordre en formalagatricial

( xgzl > _ < a—bcos(?wwn—l—qﬁ) —(1) ) < xi: >7 nez (@)

Aq b (2rwn+¢)

i, per tant, per qualseval > 0,

(xﬂl>_AM@mm+@”d%A@< " )

Tk 1

Ma,p(n,w,0)

mentre que, per A < 0,

Tk r_1

( Th+1 ) = Agp2rw(k+ 1)+ ¢) L Agp(—27w + @)t ( xo ) .

El fet que puguem escriure I'equaatom un sistema de primer ordre, pérdpue ele-
mental, ens estalvia molts maldecaps, ja que passem d’'un problema “de diinénsi
nita” (comés buscar totes les successions que satisfan una certateguddieencies)
a un problema amb dos graus de llibertat. Asncom a consé@ncia de la linealitat
del sistema, per passar de les condicions inicials a I'evdlper un ceriz € Z només
cal que multipliquem per una matriu,

Aap (0 +21w(N —1)) ... Aap(0), si N >0
M(N) () — I, si N=0 3)
Ay (0+21wN) .. A (0 —w), si N <O.

gue s'anomena lmatriu de transfe&nciao matriu fonamental

Una primera formulaéi del problema dels 10 martinis pot fer-se estudiant el pro-
blema de 'estabilitat per a I'equaxde Harper. Per aixcal que introdim una defini-
cid del que entenem per estabilitat de I'eqdagjue ens convingui per al que necessi-
tem). Direm que I'equatide Harper, per a uns cettsb i w, éstotalment inestablsi
per qualsevod € T I'equacb

Tpt1 + Tp—1 + beos(2mwn + @)z, = ax, neZ
no & cap solud acotada és a dirz = (z,,), amb

|2]|oc = sup |z,| < 00
nez

llevat de la trivial :x = 0 = (...,0,...). Per tant, una equacide Harper no sar
totalment inestable si podem trobar alguna fasger a la qual hi hagi una soldci
acotada no trivial. Amb aquesta defiiggodem donar una primera formulaael

Problema dels 10 Martinis 1 Sib # 01 w és irracional el conjunt d’energies per al
qual 'equacb de Harper ncés inestablé&s un conjunt de Cantor.

Observacb 1 Per un conjunt de Cantor entendrem un conjunt que siguiecte(és a

dir sense puntsifiats) i no-dens enllo¢és a dir que la seva adhéncia tingui interior
buit). L'exemple ras conegut de conjunt de Cantes el conjunt ternari, que s’obt
recursivament treien intervals centrats de longitud un ter¢ de I'anterior d’un interval
finit de la recta real, tal i com es mostra a la Figura 1.



Figura 1: Generadidel conjunt ternari de Cantor.

El nom d’aquest problema préwd’una juguesca que feu el mat&ic Marc Kac
a la trobada anual del 1981 de la American Mathematical Society, en la qéal reb
I’honor de ser el “Colloquium Lecturer”. Segons sembla en la seva xerrada i a arrel
d’una pregunta de Barry Simon, ofeileu martinis a qui reses el problema (que havia
estat conjecturat per primer cop per Az’'bel el 1960 [Azb64]). Barry Simon mateix
[Sim82] 'anomera aix en una llista d’'una dotzena de problemes oberts en operadors
de Schédinger. Veurem en aquesta xerrada com aquest problema ha estat recentment
resolt.

Abans d’endinsar-nos en la demosttadel problema dels deu martinis, anem a
fixar-nos un moment en les hifesis d’aquest. En primer lloc, anem a veure que
la hipdtesis quev sigui irracionalés necessia. Comencem, doncs, amb el cas de
fregiiéncia racional ras simplew = 0. En aquest cas la matriu del sistema de primer
ordre (2)

Aa,b(27rwn + (b) = Aa,b((b)

és constant per a qualsevole Z. Aix0 vol dir que la matriu fonamentéls senzilla-
ment una patncian-esima:

Mo y(k,w, ¢) = Aqp (21w(k — 1) + @) ... Aap(¢) = Agp(9)"

i la integraco és molt senzilla (tant com multiplicar matrius),

(e ) =ster (1)

Aixi doncs, cal que donem un criteri pel qual lesgpoies d’'una matriu constant actua
deixant vectors acotats. Aquedta una gestb classica en matrius d&l.(2,R), és a
dir, matrius quadrades en dimebsios i determinant igual &
Sigui doncsP una matriu deSL(2,R). Els seus valors propis satisfan I'equaci
caracteistica
M- trPA+1=0

i determinen I'existncia de solucions acotades en I'eqoaci
Un+1 = Pvru n e Z7 (4)

onv, pertany aR?. En efecte, sjtr P| > 2 aleshores els valors propis éeson reals

i diferents, amb radul diferent del i, per tant, la iterad (4) no € solucions acotades

fora de la trivial. Altrament, sitr P| < 2, sempre hi ha alguna vector propi amb valor

propi de nbdul 1 i, per tant, el sistema (4gtalguna soludi no trivial queés acotada.
Tenint en compte aixdarrer podem donar ja les zones d’estabilitat de I'equaei

Harper per al cas triviab = 0. En efecte, en les notacions anteriéts= A, () i per

estudiar-ne I'estabilitat noés cal calcular-ne la tracas a dir

tr Ay b (¢p) = a — beos(d).



Aixi doncs, els valors de totalment inestables per a éne R fixat Hn les energies
a € R que compleixen
|a — bcos(p)| > 2

per qualsevol € T. D’aix0 en resulta que I'equatide Harper pera = 0
Tpt1 + Tn—1 + beos(@)x, = ax,, newz

és totalment inestable si, i n@w si,|a| > 2 + |b|. Per tant, cal demanar quesigui
diferent de zero, ja que en aquest cas, @smhi ha dues zones d’inestabilitat, els in-
tervals(—oco, —2 — [b]) i (2 4 |b], +00), que estan separats perblanda d’estabilitat
[—2 — |b],2 + |b]] que noés, clarament, un conjunt de Cantdts clar que la zona
d’estabilitat tampoc sarun conjunt de Cantor quan sigui la ém’un conjunt finit de
bandes d’estabilitat. Anem a veure quedads el que s’esdévquanw és un iiimero
racional.

Suposem que = p/q ambp, ¢ € N primers entre ells. En aquest cas la matriu de
transfeencia ncés la poéncia d’'una matriu constant simue nongs cada cert nombre
d’iteracions:

k
M, (kq,as, Z) — Mo, (m 5) = PPA(g)",

on P?1(¢) és 'anomenadenatriu de Poincag. L'evolucio del sistema de primer ordre
associat a tempgk, per a qualsevat € Z tamle ve donat per les pencies de la matriu

de Poincag:
Lak+1 D, 1\k To
=P .
(n ) - rer (1)
Aixi doncs, per estudiar I'estabilitat tlequaci6 de Harper perbdica,
Tpy1 + Tp_1 + bcos (27rpn + (;5) = axy, n €z, (5)
q

n’hi ha prou amb calcular la traca d&’;/(¢). En efecte, encara que la traca de la
matriu de Poincdr nonés ens doni informaoide I'estabilitat dels iterats @itiples de
q del sistema de primer ordre, per recuperar els altres iteratésens cal multiplicar
aquesta matriu de Poiné&per un naxim deq — 1 matrius (que sempre seran les ma-
teixes degut a la periodicitat del sistema). Per tant, I'equdeiHarper peddica sea
estable, per a uns cewisb i ¢ si, i només si, la traca d&, }/(¢) és a l'interval[-2, 2].
Sifixemb i ¢, aquesta traca (sovint anomenada tadiibcriminan) és un polinomi de
grauq ena. Les regions d’estabilitat, doncs, formen uaxim deq bandes espectrals
disjuntes. Aquestes estan separades per intervals oberts d’inestabilitat que s’anome-
nen, en aquest contexones prohibidesA més, 'anomenaprincipi d’'oscil-lacio de
la traca (e.g. [MW79]) ens assegura que I’equatrin)’f(ng) = 2 (resp.—2) té exac-
tamenty arrels comptant multiplicitats i que aqueégcom a raxim2, veieu la Figura
2.

Si recordem que la matriu de Poineaans éna els iterats fitiples deq, podem
relacionar els diferents valors de la seva traca amb les solucions del sistema de primer
ordre:

Proposicio 1 SiguinL’,’f(gb) la matriu de Poincag de I'equacd de Harper perbdica

Tpt1 + Tp_1 + bcos (27rpn + ¢> = ax,, newz (6)
q

ambp i ¢ primers entre ells. Aleshores:
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Figura 2: Discriminant de I'equatide Harper pedidica per av/q = 2/3i b = 1. El

seuvaloés trP.}(0) = 2a® — ta+ L.

o Si|tr P2}/(#)| > 2, (6) no & solucions acotades.
o Si|tr P/ (¢)| < 2, totes les solucions de (6)1s acotades.

o Si tr P’/ (¢) = £21i P, y(¢) # £, (6) t& unalinica solucd periodica (resp.
antiperiodica) (z,,)nez de periodeg, z,+, = £z, per qualsevoh (llevat de
normalitzaco).

e Si Pi(¢) = =+I totes les solucionsos perbdiques (resp. antipeitiques)
amb periode;.

Van Mouche [vM89], usant el teorema de Bezout per a corbes projectives planes,
demosta que la situadi en & dues bandes d’estabilitat de I'equade Harper s’'ajun-
ten no es dona mai, ja que no pot donar-se meb&xisénciade solucions peddiques
i antiperbdiques al mateix temps.

Teorema 1 (vM89]) Sib # 0, w = p/q €s racional i compleix
e sig=4(mod. 4),¢ & (27/9)Z,
e sig=2(mod. 2),¢ & (7/q)Z,
aleshores I'equadi de Harper perbdica
ZTpt1 + Tp—1 + beos 2mwn + @) x, = ax, @)
no t solucions peddiques ni antipefdiques per a cap € R

Per a aquests no hi ha inestabilitat per a energies en un conjuny eandes es-
pectrals disjuntes incloseg-a2 — |b|, 2+ |b|]. Aixi doncs, encara que el cas [etic el
conjunt d’estabilitat n@s un conjunt de Cantor, el resultat antereocom a concluéi
gue si una successd’equacions de Harper pédiques amb periodg que tendeixi a
infinit tindra un nombre de bandes espectrals disjuntes tendint a infinit.



Una manera de visualitzar &ixs a tra@s dels diagrames de la Figura (3), que s'a-
nomenerpapallones de Hofstadt¢Hof76] (i popularitzats posteriorment a [Hof79]).
Per a un valor dé fixat es representen en la direeiertical frediencies racionalg/q
i en la horitzontal els valors d’energies estables de la corresponent @gieadarper.
En prendre els denominadors valors molt alts (i aproximar n®iriacionals) esé&
una idea de quina pot ser I'estructura de les zones d’estabilitat en el cas quadieperi
dew irracional.

2 Loperador “Almost Mathieu” i la formulaci 6 espec-
tral

En la secd anterior, i gacies a la Proposigil, hem vist una manera d’interpretar el
problema dels intervals d’estabilitat en fubicie I'exisencia de solucions pérdiques

o anti-perodiques. Per a uns certs valorsidey fixats, es tracta de veure els valors de
a per als quals I'equacide Harper peddica € soluciongz,,),cz g-periodiques

Tptq = Tn, n €7

o0 bé g-anti-periodiques

Tptq = —Tn, n € 7.
Com que I'equad de Harpegs lineal i nongs cal trobat termes de la successitant
en el cas petidic com en I'antipeddic, la recerca d'aquestes soluci@ssequivalent a
un problemaespectral de valors i vectors propis. En efecte, els extrems de les bandes
d’estabilitat vindran donats pels valors dejue siguin valors propis de la matriu de
dimenso ¢:

bcos(¢) 1 0o ... 1
1 b cos ((/5 - %Tp) 1 ... 0
+ _ K
Hb,p/q,¢ = 0 1 Co 0
_ 27 (p—1)
1 0 0 1  bcos ((b - )
per al problema pebdic i
bcos(o) 1 0o ... -1
1 b cos (¢ - %Tp) 1 ... 0
l:p/q,qb = 0 1 AR 0
— _ 2n(p=1)
1 0 0 1  bcos (qb 7 )

per a I'antiperbdic. Hi haug exactameng bandes d’estabilitat si tots aquests valors
propis $n diferents, com ens assegura el Teorema 1 per a |'éydadiarper.

Aquesta interpretadiespectral permet una altra formuladel problema dels 10
martinis. Per aiz hem de veure com formular el problema espectral quan ladresa
w ésirracional. L'equadi de Harper

Tpt1 + Tn—1 + beos(2mwn + @)z, = azy, n €7z
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Figura 3: Papallones de Hofstadter per a diferents valoris dee dalt a baix i es-
querra a dretd = 2,1.5,1,0.5i 0. El nom de “papallona de Hofstadter” es reserva
habitualment al cak = 2 en qe la mesura dels valors establesagper a fregencies
irracionals,&s0. En els altres casos la mes@ssempre positiva.



es pot veure com una equadale valors propis sobre I'espai de successRhsi defi-
nim un operador que actui sobre successions reals com

(Hp,4T)n = Tny1 + Tn—1 + beos(2mwn + ¢)xn, n € 7.

Com que volem parlar d’espectre haurem de definir una topologia adient sobre
un subconjunt d&®%. Com que volem preservar el éater autoadjunt del problema,
considerarem I'espdf (Z) de les successions= (x,, ),z tals que

1
2
ol = (z |) o

neZ

Aquestés unespai de Hilberamb el producte escalar

<U,U>l2(z) = Z UpUn, U= (Un)nEZ7U = (Un)neZ S l2(Z)
nez

queés ben definiti que fa qué?(Z), || - ||=) siguicomplet )

A l'espai I*(Z) I'operador H,, , , s'anomengAlmost Mathieu”. Es facil veure
queésben definités a dir que si: € 1°(Z) aleshores tantbH, , , € I*(Z) i queés
lineal i acotat

[y .0l < (24 [0]) [[]]5 -

Tami® és autoadjunt, ja que
<Hbv°-’v¢u’ 1)> = <U, Hb,w,(z)U>, u,v € lQ(Z)

per qualsevol parella, v d’elements dé?(Z).
A 12(Z) I' espectrede I'operadorAlmost Mathiewés el conjunt de\ € C per als
guals I'operador desplacat
Hywp— M

no t& una inversa acotada com a operadoi’dg) (de fet, pel Teorema de I'Aplica-

ci6 Oberta noraés cal veure que nes bijectiva). Aquest conjunt, que denotarem per
Spec (Hp,w,4), €s un subconjunt tancat de l'interfal2 — [b|, 2 + |b|]. El seu comple-
mentari, laresolvent és la und numerable d’intervals oberts (potser buits) anomenats
forats espectralgveieu la Figura 4). Amb aquestes noves eines el problema dels deu
martinis es formula de la ségnt manera.

Problema dels 10 Martinis 2 (Kac i Simon, 1981)Sib # 0 i w és irracional, I'es-
pectre de I'operador “Almost Mathieués un conjunt de Cantor: els forats espectrals
sbn densos a I'espectre.

Abans de continuar, recordem que, en espais de diménfsiita com ara?(Z),
cal distingir entre espectre i valors propis puntuals. Una energiaR és unvalor
propi puntualsi hi ha un element no nul de I'espai= (z,,),cz € [>(Z) , anomenat
vector propi, de manera que saéi$iequaco de valors propis

(Hyw,6T), = Tng1 + Tpy1 + beos (2rwn + ¢) 2, = axy,, n € Z.

Es facil veure que els valors propis, denotat pel conjypth, w, ¢), pertanyen a l'es-
pectre, peb no a la inversa. Per exemple, I'operador “Almost Mathiez'sempre
espectre no buit pemo € valors propis puntuals gi| < 2.
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Figura 4: Forats espectralssigrans per a I'operador “Almost Mathieui= (v/5 —
1)/2. Només es representen valors positiudger la simetria respecte= 0.

Malgrat la preci® del caicter anterior, podem caracteritzar I'espectre en funci
de com creixen les solucions de I'equade valors propis. En efecte Johnson [Joh82]
demosta que siw és irracional,a € R pertany a I'espectre de I'operador “Almost
Mathieu” Hy ., 4 Si, i nomeés si la corresponent equade Harper

Tnt1 + Tnt1 + beos 2rwn + @) x, = axy,

té una solud acotada no trivial per algup € T. Una consegencia d’aix és que

I'espectre, com a conjurés independent d& Denotarem aquest conjunt pefb, w).

Una altra, important en la nostra expo8icés que les dues formulacions que hem

donat del problema dels deu martinmsaquivalentsés a dir, una equatide Harper

és totalment inestable si, i n@n si, el corresponent valor dano pertany a I'espectre.
L'estraiegia per a la demostraxcdel problema dels deu martinis [PuiO4] consistir

en veure que els forats espectrads slensos a I'espectre per a qualsevol valob.de

Aix 0 és forca especial de I'operador “Almost Mathieu” puix que, en general, els forats

espectrals d'umperador quasipetidic de Schidinger,

(Hv,w,¢T),, = Tny1 + Tno1 + V(2mwn + @)y,

onV és una fund deT enR no tenen per geiestar oberts (veieu Broer, Puig i Sim
[BPSO03] i la Figura 5).

3 Electrons en un camp magetic i la formulaci6 fisica

El model de I'operador “Almost Mathieu” o de I'equacile Harper fou introditidins
la comunitat fsica per a estudiar el comportament d’electrons sota un campati@agn
Aguesta aproximadiresulta ser iluminadora de cara a la compremsie I'efecte de
Hall quantic. Descrivim-lo en primer lloc breument.

Edwin H. Hall, el 1878, realiz el segient experiment. Prengwna fulla prima
d’or i un galvamdmetre als dos extrems de la fulla (tal i com s’indica a la Figura 6). En
fer-hi circular un flux edctric i aplicar-hi simukiniament un camp magtic vertical
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Figura 5: Forats espectrals per a I'operador quasigeride Schidinger amb/ (6) =
cos(f) + 0.3cos(20) i w = (v/5 — 1)/2. Observem com un dels forats espectrals es
tanca per a un valor de Representerh a la direcod vertical ia a la horitzontal. A
I'esquerra, ampliadial voltant de la “butxaca”.

Figura 6: Diagrama de I'experiment del Halbskic.

obsena com es prodia una difeéncia de potencial entre els dos extrems de la fulla.
A més, obser& que aquestoltatge de Hall V;, augmentava linealment amb la in-
tensitat del camp magtic. En dividir la intensitat del correntésitric pel voltatge de
Hall, s’obt I'anomenada&onducancia de Hall que s’escriu conr. Aquestaé la
dimenso de l'invers d'una resigncia. Per tant, podem intrown factor adimensio-
nal v, anomenafactor d’'emplenamerjueés directament proporcional a la intensitat
del corrent i inversament proporcional al camp nignde manera que

14

7

Ry =

'anomenadaesisencia de Halleés constant i igual a

h

e’

Ry =

Aquest experiment fou important ja que fins aleshores, el mateix Maxwell suposava
gue el camp maghtic actuava sobre el conductor i no sobre els electrons.

Aquesta consincia es doa per feta durant &s d’un segle, fins que Klaus Von Klit-
zing, el 1980, obseivque en temperatures properes al zero absolut i campstiagn

10
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Figura 7: La resigincia de HallRy (p,, a la figura) quantitzada com a fubaile la
intensitat del camp magtic. Observem els intervals de caastia en els valors/ne?
per an enter.

molt intensos la depeedcia de la resiencia de Hall n@s lineal si® que apareixen
uns intervals de corgsicia per a certs valors del camp mafin A més, en cadascun
d’aquests intervals s’obseérgue la conduéinciac g coincideix, amb una precissor-
prenent, amb nombres enters, veieu la figura 7. Pérdiexn que la conduahcia de
Hall est quantitzada

Per veure com pot explicar-se qualitativament alguns dels trets de I'efecte de Hall
quantic a traes del problema dels deu martinis cal que tornem enrera en el temps. Ru-
dolph Peierls, que el 1929 com a estudiant de tesi de Werner Heisenberg havia investi-
gat per gé el voltatge de Hall pot tenir diferents signes, pr@pamb el seu estudiant
P. G. Harper el sdégent model per a electrons raklics sota camps magtics el 1955.
Aquest ve donat pels siégntsoperadors mageticsal?(Z?)

(UQ/J)(H, m) = 1[1(71 - 17m)7 (V'iﬂ/})(nvm) = e27rin(1>¢(n’ m— 1)7

per a(n,m) € Z?, despés que unaé&ie de simplificacions s’han dut a terme. Les-
pectre de I'operador

h(®,61,02) = C1 (U+U*) +CQ (Vq) +V£)

es pren com a aproximdxile I'espectre d’energia d’un elegn una xarxa rectangular
sota un camp magtic perpendicular d’intensitat. Les constants; i co mesuren la
intensitat de I'acoblament en les diferents direccions del retiéte facil veure que
I'espectre dé: és asicament el mateix que el de I'operador Almost Mathieu:

Spec(h(®,c1,c2)) = U SpecHp w6
$€T
amb b
C2 .
_ = — ) = (I).
B 1 Y w

Per tant, els pametresh i w tenen una interpretatifisica. El paametreb mesura
quinaés la interacd de I'electb en les dues direccions principals del reticle. iAak

11
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Figura 8: Densitat integrada d'estats per a l'operador “Almost Mathieu” amb
paametred = 0,0.5,1,2,w = (v/5 — 1)/2.

casb = 2 correspon a una interaécigual en les dues direccions i per @ai¥anomena
“cas quadrat”. Per altra banda la figciaw és la intensitat del camp maggic de tal
manera que sb = 0 no hi ha camp maggtic. Tot i que el model de Peierls i Harper no
explica I'efecte de Hall gantic degut a les nombroses simplificacions @ert compte
les interaccions eledirelectd ni la seva sorprenent pergistia malgrat les impureses
del material) anem a veure la interpretague es pot donar de I'efecte de Halbaptic
a trawés de la resposta afirmativa al problema dels deu martinis.

Per comprendre aquesta interprebafixema, b i ¢ i sigui

amb certes condicions a la frontera. Aleshores Avron i Simon [AS83] (veieugtamb
Johnson i Moser [JM82]) demostraren que hit

Jim K bw,p(a) = koo(a),

existeix i s'Tanomena densitat integrada d’estats (IDS). Aqiredtés independent de

¢ i, com a funcd dea és coninua i no decreixent (si fixe). Compleix que: pertany

a I'espectre de I'operador “Almost Mathieu” si, i n@sisi, la IDS creix em. Per a
valors dew fixats, aquesta fungipresenta una estructura d'escales del diable (veieu
la Figura 8) que pot ser explicada ja que si el problema dels deu maéisucod
afirmativa aleshores els intervals de cansia d’aquesta fungi(que $n precisament

els forats espectrals) tenen una estructura cantoriana.

A meés, el que explica la quantitzédaie la conduétncia de Hall en el model de Pe-
ierls Harperés I'anomenat “etiquetatge dels forats espectrals” que demostraren John-
son i Moser [JM82]. Si una energia pertany a la resolvent de I'operador “Almost Mat-
hieu” aleshores la densitat integrada d’estats ha de complir que

kpw(a) — kw € Z (8)
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Figura 9: Etiquetatge dels forats espectrals per a I'operador Almost Mathieu?
i w = (V5 —1)/2. Lenter en la direc@ vertical correspon a I'etiqueta del forat
espectral (8) determinat per I'interval de camstia de la densitat integrada d’estats.

per a un enter addient (veieu la Figura 9). En particular en el model de Peierls-Harper,
es pot veure que si I'energia de Ferasi a un forat espectral (en la nostra interpreta-
cio, sia és a dins d'un forat), I'entet &s la condueincia quantitzada de Hall (veieu
[BVESB94]). Per tant, la resposta afirmativa al problema dels deu martinis explica qua-
litativament en aquest model perégapareixen valors quantitzats de la conduocia,

veieu la Figura 10.

4 El Problema dels deu martinis. Un problema tancat

Aquestes tres formulacions del problema dels deu martinis que acabem de presentar
(juntament amb altres com l@égebresC* que no hem tractat) donen una idea de la
varietat de retodes que s’han emprat per tal d’aconseguir, recentment, la demwstraci
del problema dels deu martinis en la seva totalitat. Per acabar I'expakicarem
alguns dels resultats parcials que s’han obtingut durdast e quaranta anys quan la
guestd fou plantejada per primer cop.

Per tal d’enunciar aquests result&ts important tenir un indicador de “com de
proper”és un nombre irracional de ser racional. Direm que un nomk#sdiofantic
si existeixen constants positivesr que compleixen les desigualtats

|sin 2rnw| >
[n|”

per a qualsevoh € Z \ {0}. Aix0 ho escriurem comv € DC(e, 7). EIl conjunt
de nombres digfntics € mesura total. Ai vol dir que el seu complementari als
irracionals reals, els anomenatsmbres de Liouvilleté mesura de Lebesgue zero.
Tanmateix, el conjunt de nombres de Liouviie dens i no numerablefa

Les estratgies de demostracison diferents en els casos de nombresatitits o
liouvillians. Per als nombres liouvillians, s’'usen resultats per al casdliefjuntament
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Figura 10: Papallona de Hofstadter amb els forats etiquetats. Cada color correspon
a una etiqueta diferent (que en la interpreidtsicaés la conduéncia quantitzada),
veieu Osadchy i Avron [OAQ01].

amb resultats de contiitat de I'espectre en aproximar el cas pdic pel quasipe-
riodic. Per als nombres difitics, s'usa precisament el fet que estan “lluny” dels
nombres racionals, @s precisament, que els termes el seu desenvolupament en frac-
cid coninua no creixen de manera masapida. En aquest darrer cas s’han combinat
tecniqgueKAM, derenormalitzach i multiescala

Com que per a valors deracional sabem que tots els forats espectrals estan oberts,
una possible estragiia seria aproximar el cas quasipeic pel perddic. Aquesta idea
fou usada ja per a Bellissard i Simon [BS82] per demostrar que el problema dels deu
martinisés cert per a parellegereriquesde (b, w). Aquest conjunt, tanmateies de
mesura zero. A @s, no hi ha una caracteritza@xpicita de les fregjencies per a les
gue aix s'esdewe, tot i que han de ser properes a racionals. En el cas d&fiegs
Liouville, Choi, Elliott i Yui [CEY90] demostraren el problema dels deu martinis per
a uns certs Liouville. La resta de nombres de Liouville han estat tractats finalment per
Avila i Jitomirskaya [AJO5].

En el cas diddntic, que engloba gairéltots els nombres irracionals en sentit de
la mesura de Lebesgue, els resultats s’han de classificar segé@mspgirorbatiuso
no. $n pertorbatius quan donen resposta positiva al problema dels deu martinis per a
un certw € DC(c, ) Si |b| €s nés petit que una certa constant que&tege la classe
diofantica,és a dir, de les constants 7. El primer resultat en aquest serit degut a
Sinai [Sin87], el 1987. Finalment, el 2004, Puig [Pui04] va demostrar el problema dels
deu martinis per a frégncies dichntiques ib| # 2.

El cas|b| = 2, que ja hem vist queigicament es corresponia amb el cas “qua-
drat”, és especial ja que, a partir de les investigacionsarigues d’Aubry [AA80]
el 1980 es va tenir I'evieincia que la mesura de I'espectre era zero (aquesta era l'a-
nomenada “conjectura d’Aubry”). Per les propietats de la densitat inegrada d’estats i
I'etiquetatge dels forats, aquesta conjectura implica el problema dels deu martinis per
a aquests dos valors de Els primers resultats en aquesta diréaglis varen obtenir
Helffer i Sjostrand [HS88], el 1989, en demostrar-ho per a un conjunt dartios de
mesura zero. Finalment Last [Las93] i Avila i Krikorian [AKO3] demostraren aquesa
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conjectura per a tots els valors irracionals.
Aixi doncs, despirs quaranta o vint-i-cinc anys (segons com comptem), el problema
dels deu martinis ha estat tancat.

Referencies

[AASO]

[AJO5]

[AKO3]

[AS83]

[Azb64]

[BPS03]

[BS82]

[BVESB94]

[CEY90]

[Hof76]

[Hof79]

[HS88]

[IM82]

[Johs2]

S. Aubry and G. Ande. Analyticity breaking and Anderson localization in
incommensurate lattices. [@roup theoretical methods in physics (Proc.
Eighth Internat. Collog., Kiryat Anavim, 1979pages 133-164. Hilger,
Bristol, 1980.

A. Avila and S. Jitomirskaya. The Ten Martini ProbleRreprint, 2005.

A. Avila and R. Krikorian. Reducibility or non-uniform hyperbolicity for
quasiperiodic Sclidinger cocyclesTo appear in Annals of Mathematics
2003.

J. Avron and B. Simon. Almost periodic Séldinger operators Il. The
integrated density of stateBuke Math. J.50:369-391, 1983.

M. Ya. Azbel. Energy spectrum of a conduction electron in a magnetic
field. Soviet Phys. JETPL9:634-645, 1964.

H. W. Broer, J. Puig, and C. Sim Resonance tongues and instability
pockets in the quasi-periodic Hill-Sddinger equation.Comm. Math.
Phys 241(2-3):467-503, 2003.

J. Bellissard and B. Simon. Cantor spectrum for the almost Mathieu equa-
tion. J. Funct. Anal, 48(3):408-419, 1982.

J. Bellissard, A. van Elst, and H. Schultz-Baldes. "noncommutative ge-
ometry of the quantum hall effect’J. Math. Phys.35(10):5373-5451,
1994.

M. D. Choi, G. A. Elliott, and N. Yui. Gauss polynomials and the rotation
algebra.lnvent. Math, 99(2):225-246, 1990.

D. R. Hofstader. Energy levels and wave functions of Bloch electrons in
rational and irrational magnetic field?hys. Rev. B14(6):2239-2249,
1976.

Douglas R. HofstadterGodel, Escher, Bach: an eternal golden braid
Basic Books Inc. Publishers, New York, 1979.

B. Helffer and J. Sjstrand. Analyse semi-classique pougdlation
de Harper (avec applicatioa I'equation de Sckidinger avec champ
magretique).Mém. Soc. Math. France (N.S(B34):113 pp. (1989), 1988.

R. Johnson and J. Moser. The rotation number for almost periodic poten-
tials. Comm. Math. Phys84:403-438, 1982.

R. Johnson. The recurrent Hill's equatidnDiff. Eq, 46:165-193, 1982.

15



[Las93]

[MW79]

[0AO01]

[Pui04]

[Sim82]

[Sin87]

[VM89]

Y. Last. A relation between a.c. spectrum of ergodic Jacobi matrices and
the spectra of periodic approximant€omm. Math. Phys151(1):183—
192, 1993.

W. Magnus and S. WinkleHill's equation Dover Publications Inc., New
York, 1979. Corrected reprint of the 1966 edition.

D. Osadchy and J. Avron. Hofstadter butterfly as quantum phase diagram.
J. Math. Phys.42(12):5665-5671, 2001.

J. Puig. Cantor spectrum for the AlImost Mathieu oper&omm. Math.
Phys 244(2):297 — 309, 2004.

B. Simon. Almost periodic Sctdinger operators: a reviewdv. in Appl.
Math., 3(4):463-490, 1982.

Ya. G. Sinai. Anderson localization for one-dimensional difference
Schibdinger operator with quasiperiodic potentidl.Statist. Phys46(5-
6):861-909, 1987.

P. van Mouche. The coexistence problem for the discrete Mathieu opera-
tor. Comm. Math. Phys122(1):23-33, 1989.

16



