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EDPs. Lequacié d’'ones a la recta infinita, |
Uy — CPuxy = F(x,1),  x € (—00,00),t € (—00,00)

e u(x,t) = desplacament vertical de la corda

e ¢ = 7/p, tensio6 dividida per densitat lineal. Aqui ¢ té
dimensions de velocitat, és la velocitat de les ones.

e F(x,t), forca externa (vertical) per unitat de massa

En el cas homogeni F = 0 la solucié general és
u(x,t) = p(x — ct) + q(x + ct),
on p(x) i g(x) sén funcions arbitraries.
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Lequacio d’'ones a la recta infinita, I
Férmula de D’Alembert

up — CPuyy = F(x,1), xR, teR
u(x,0) = f(x) xeR
ui(x,0) = g(x) xeR

Férmula de D’Alembert:

u(x, t) = J(F(x + ct) + f(x — ct)) + & [ g(y) dy

t t—
+2ic fO {f;jcc((tfss)) F(y> S) dy} as.
Comprovem que és solucid, comprovem que en el cas F =0
concorda amb la solucié general donada abans

Exercici: llista de problemes, edps, problema 5.

JS-M ETSEIB, GETI, Equacions Diferencials



Lequacio d’'ones amb condicions de contorn de Dirichlet.

Separacio de variables

Ug — Cuxe =0, x€(0,L),teR
)=f(x),  xe(0,L)
ui(x,0) = g(x), x € (0,L)
t) =0, teR
u(L,t) =0, teR

Deixem de banda les condicions inicials i busquem solucions
de variables separades: u(x, t) = X(x)T(t). Surt

Xn(x) = sin (FFX) , Tp(t) = ancos (°f=t) + bysin (9%t .
pern=12,....
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Ara fem combinacions lineals (principi de superposicio):

u(x,t) = o2y sin (F£x) (ancos (%ft) + bpsin (¢7=t))
(1) = 555 5 (7730 (9 (~ansin (F51) + bncos (1)

u(x,0) =302 ansin (Fx) = f(x)
u(x,0) =321 by (97%) sin

Finalment,

u(x, 1) = zmsun("ﬂ)([ Jy f(y)sin (Fy) dy] cos (&71)
+ {W fo g(y)sin (Fy) dy] sin (CTt)>

Exercici: llista de problemes, edps, problema 7.

JS-M ETSEIB, GETI, Equacions Diferencials



Lequacié d’'ones amb condicions de contorn de Neumann.
Separacio de variables

Uit = C2Uyxy xc(0,7), teR
u(x,0) = f(x) x € (0,7),
ui(x,0)) = g(x) x € (0,m)
ux(0,t) = ux(m,t) =0 teR.

Ens oblidem de moment de f(x) i g(x) i busquem solucions de
la forma X(x)T(t). Trobem

cos(nx) (an cos(cnt) + bpsin(cnt))
pern=1,2 ..., itambé les solucions ay/2 + byt/2. Pel
principi de superposicio

u(x,t) =aop/2+ bot/2 + i cos(nx) (an cos(cnt) + by sin(cnt))

n=1

Per exemple, si f(x) =1 —2cos(3x) i g(x) =0,fentt=0aui
a us tindrem ag/2 = 1, a, = —1 tots els altres coeficients zero.
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Condicions de frontera: Dirichlet, Neumann, mixtes i periodiques

e Dirichlet: consisteix en donar els valors de u en els punts de
frontera (frontera espaial).

e Neumann: consisteix en donar el valor de la derivada normal
exterior a la frontera: %. En 1D és —uy a I'extrem esquerre i uy
a I'extrem dret.

e Mixtes (1D): Dirichlet en un extrem i Neumann en ['altre.

e Periodiques (1D): u i uy tenen els mateixos valors als dos
extrems de l'interval (0, L).
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Valors propis i funcions propies en problemes amb valors de frontera

X'"=XX, 0<x<lL (—L < x < L, en el cas periodic)
Conds. contorn VAPs FUPs
X(0) = X(L) =0 A= ("% n>1 Xn(x) = sin (™ x)
X'(0)=X'(L)=0 M=—(")*,n>0 Xa(X) = cos (7 x)
X0)=X'(L)=0 | Aa=—[(n+1)7]"n>0 | Xe(x) =sin ([(n+1)T] %)
X(0)=X(L) =0 | d=—[(n+)T]",n>0 | Xa(x) = cos ([(n+ 1)T] x)
X(—L) = X(L) Xo = 0, VAP simple, Xo=1
X'(=L) = X'(L) An=— ()2, n>1, Xn(x) = cos (£ x)
(c.c. periodiques) VAPs dobles Xn(X) = sin (°Fx)
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(dels apunts de I'assignatura)

Desenvolupaments de Fourier. Al darrer pas de I'exemple anterior, hem aconseguit determinar tots els coeficients
Iliures per inspeccié directa. Quan aixd no sigui possible, utilitzarem les férmules segiients per a calcular desenvolu-
paments de Fourier.

o El desenvolupament de Fourier complet d’'una funci6 f: [—L,L] — R és

ap %/I f(z)cos(nrz/L)dx,
flax) ~ {72—0 + Z ay, cos(nwa/L) + by sin(nrx/L), L

I
n>1 b, = Z/ f(x)sin(nmrz/L)dz.
J-L

o El desenvolupament de Fourier en cosinus d’'una funcié f : [0, L] — R és

L
flx) ~ % + Z ay cos(nmz/L), a, = %/o f(x) cos(nmz/L)dx.

n>1

o El desenvolupament de Fourier en sinus d’'una funcié f: [0, L] — R és

9 L
flz) ~ Z by, sin(nwx/L), b, = I f(z)sin(nrz/L)dz.
n>1 o

Als dos primers casos, el primer terme ag/2 és la mitjana de la funcié f(z).
Es pot provar que aquests desenvolupaments en serie sén (absoluta, uniformement) convergents quan la funcié f(z)
és suficientment regular, si bé aqui treballarem a un nivell purament formal, sense preocupar-nos de la convergencia.

Ezercici. Sigui f : [0,27] — R la funcié definida per f(z) = 1 — n%z. Comproveu, integrant per parts, que els
coeficients del seu desenvolupament de Fourier en sinus sén

21— (—1)"
T n !

2
1)
b, = 7/ (1 — 7%z) sin(nx/2)dz = 4712(7) + n>1.
0 )

™ 7
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Separaci6 de variables en problemes no homogenis

Uy — CPuxxy = F(x, 1), xe(O L),teR

u(x,0) = f(x), € (0,L)
ur(x,0) = g(x), €(0,1)
u(0,t) = a(t), teR
u(L, t) = p(1), teR

Abans de fer separacio de variables s’ha de fer un primer pas:
homogeneitzacié. S’ha de trobar (normalment, per inspeccio)
una funcié v(x, t) tal que vy — vy = F(x, 1), v(0,1) = a(t) i
v(L, t) = 5(t) i definir la nova incognita

w(x, t) = u(x,t) — v(x,t), que haura de ser soluci6 d’un
problema homogeni, i se li podra aplicar el metode de
separacié de variables.

Exercici: llista de problemes, edps, problema 4.
(homogeneitzar, pero a la recta infinita)
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Separacio de variables a I'eq. de la calor 1D, c.c. Dirichlet homogeéenies

ur = K?uy xe(0,L), >0
u(x,0) = f(x) x €(0,L),

u(0,t)=0 t>0

u(lL,t)=0 t>0.

Si busquem solucions de variables separades u = X(x) T (t)
sense pensar en les condicions inicials, trobarem 'EDO
X"(x) = AX(x), amb X(0) = X(L) =0,
amb solucions XA = A\, = —(F)? i X = X, = sin(ZFx), per
n=1,2...,itambé 'EDO
T'(t) = K2AT (1),

amb soluci6 T(t) = e (TY*K*t_ Per tant
nPn2k2

u(x. t) = zmbnsin( xje et

b, = Lfo ) sin(“Fx) dx.
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Separacio de variables a I'eq. de la calor 1D

ur=kuy xe(0,L),t>0
u(x,0) = f(x) x € (0,L),

u(0,t) =« t>0

ulL,ty=p t>0.

Pas 1: homogeneitzacié. Trobar v(x) tal que el canvi
w(x,t) = u(x, t) — v(x) converteixi el problema anterior en

Wi = K2Wyy x€(0,L), t>0
w(x,0) = g(x) x € (0,L), :
w(0,t) =w(L,t)=0 t>0.

amb g(x) = f(x) — v(x). (es pren v(x) = a + %x)

Pas 2: separacio de variables al problema homogeneitzat.

u(x,t) = a+ E2x + 30, by sin(”—fx)e_#t
bp=2 [t (f(x) —a-— ﬂ%“x) sin( 77 x) ax.

Pas 3: calcul del limit quan t — oo de u(x, t).
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Flux de calor a I'eq. de la calor 1D
= K2Uyy xe(0,L), t>0
(x 0) = f(x) x € (0,L),

Uy (0, £) = —he(t) t>0
ux(L, t) = hq(t) t >0,

E(t) = /OLcu(x, £) dx

d
ZE(8) = ok? (h(1) + he(1)).
Per tant, Neumann homogeni significa termicament aillat.

Exercici: En el cas Neumann homogeni, comproveu que

tll)TOUXt L/f
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Separacio de variables a I'eq. de Laplace 2D en un rectangle

Uxx + Uy =0 xe(0,L),y €(0,M)
u(x,0)=0 x € (0,L),
u(x,M)=20 x € (0, L),
u(0,y)=0 y € (0, M),

u(L,y) =f(y) y € (0, M).

Busquem solucions de la forma X(x)Y(y) amb
Y(0) = Y(M) = 0 i tambe amb X(0) = 0. Escrivint
Y'ly) _ X" _
Y(iy) ~ X(x)
surt \p = —n?n2 /M2, Y,(y) = sin(nry /M),
Xn(x) = sinh(nwx/M). Volem ajustar la condicio de contorn per
x = Lalafuncio u= > Cpsinh(nrx/M)sin(nry/M), i surt

1 2

M .
Ch= sinh(mrL/M)M/o f(y)sin(nmy /M) dy
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Un cas de I'eq. de Poison 2D en un rectangle

Uxx + Uy =2y x € (0,m),y €(0,27)

u(x,0)=0 x € (0,7),
u(x,2r) = 2rx2 x € (0,7),
u(0,y)=0 y €(0,2m),
u(m,y) =1 y € (0,27).

Pas 1: homogeneitzacié. w(x, y) = u(x,y) — v(x,y) amb
v(x,y) = x2y (variables separades). Volem hom. totes les
igualtats excepte I'tltima, que queda w(r,y) = 1 — 72y.
Pas 2: separaci6 de variables al problema homogeneitzat.
Y(y) = Ya(y) =sinny/2. \n = —n?/4, n> 1.

X(x) = Xn(x) = sinh nx/2.

u(x,y) = X%y + Z smh /2) sinh(nx/2)sin(ny/2)

2 _ n _(_ n
b,,:1/0 (1—7r2y)sin(ny/2)dy:47r2( ;) 4 21 =1)"

s s n
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Exercici: Escriviu les dues EDOs que s’obtenen a I'imposar
que u(x, t) = X(x) T(t) compleixi la EDP uy = c?uyy — kuy
(corda vibrant amb friccié, k > 0). Elegiu la EDO més simple
possible per a I'equacio de la X(x).

Exercici: llista de problemes, edps, problema 8. (calor
periodica)

Exercici: llista de problemes, edps, problema 9. (ones amb
friccio)

Exercici: llista de problemes, edps, problema 3. (energia de
'ona)

JS-M ETSEIB, GETI, Equacions Diferencials



