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1 Cartogrames geografics
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Producte interior brut 2002 (www.worldmapper.org)
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e El problema de la contigiitat (continuitat): fronteres d’Austria
amb Txecoslovaquia i Hongria, frontera de Polonia amb
Romania.
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Els cartogrames tenen una llarga tradicié entre els gedgrafs. El
problema matematic de la contigiitat era vist essencialment com un
problema combinatori.

e Tobler, W.R.: Thirty-five years of computer cartograms, Annals of the
Association of American Geographers, 94 1, 58-73, 2004.

El panorama va canviar radicalment I'any 2004 amb I'aparicié del
primer programa basat en I'Algorisme Equalitzador de Densitats de
M.T. Gastner M.T. i M.E.J. Newman.

e Gastner M.T., Newman M.E.J.: Diffusion-based method for producing
density-equalizing maps. Proceedings of the National Academy of
Sciences 2004, 101:7499-7504.

Lanalisi matematica d’aquest algorisme havia comencat
independentment el 2003

e A. Avinyd, JS-M and M. Valéncia: On Maps with given Jacobians
involving the Heat Equation. Zeitschrift flir angewandte Mathematik und
Physik ZAMP, 54 (2003), n. 6, 919-936.

Linterés segueix vigent a I'actualitat.
e Hennig, B.: Rediscovering the World. Map Transformations of Human
and Physical Space. Springer, 2013.
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Distorsi6 de les arees en la projeccié de Mercator

e Gerardus Mercator, 1569.




Projecci6 equivalent de Lambert

e J.H. Lambert, 1772.
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Despeses militars 2002 (www.worldmapper.org)
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MNet payments into the EU budget

Net payments received from the EU budget

rd

Net benefits from the EU budget as percent of national GDP
Data source: Annual accounts of the European Union 2010 as published by the European Commission (2011), obtained from Eurostat 2012 1
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Hennig, B. D. and Dorling, D. (2012), Financing the European
Union. Political Insight, 3: 34.
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2 Transformacions amb Jacobia donat
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T:-R—R
(6 y) = (ux, y), v(x, ¥))

Habitants per comarques (A. Avinyo, 2010)
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@ Si R és un rectangle en el pla x, y i tenim una
transformacié T : R — R que envia un punt de
coordenades (x, y) a un punt de coordenades
(u,v) = (u(x,y), v(x,y)) aleshores el Jacobia de T es
calcula com

ou  ou
J(X,y) = det DT(x,y) = det | 9% ¥
ax oy’

@ El problema que voldriem resoldre és trobar T tal que el
seu Jacobia sigui una funcié donada f(x, y) (> 0):

ouov  ouov B

oxdy  oyox f(x,y).

(Es facil de veure que la solucié no sera tnica).
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Conduccio (o difusid) i adveccio, 1
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Conduccié (o difusio) i adveccid, 2

Conduccié o difusio:

Conveccié o adveccid
op -
“r (V) =
91 +V-(pV)=0

Per tant la difusié pot mirar-se com una adveccié amb el camp
de velocitats
Vo _Vr
p
Lalgorisme equalitzador de densitats consisteix en fer moure
els punts del mapa segons les velocitats V= —Vp/p, després
de resoldre I'equacio de la difusio, i deixar-los movent-se un

temps (en teoria) infinit.
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Algorisme equalitzador de densitats

Suposem R donati f(x, y) > 0 també, de manera que

Jrf(x,y) dxdy = vol(R). Donat zy = (xo, o) a R, definim T(zo)

per

pt=V?%p aR, pert>0

pp=0 adR, pert>0

p(x.y,0) - f((); {) )

p(z(t),t

Z(t)= —— L
W= =00

z(0) =2z

T(z0) = lims o0 2(1).

pert>0
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Un calcul formal en el cas diferenciable:
Definim Vi{(w) = —Vp(w, t)/p(w, t) i T! per
(d/dt)T(z) = V(T!(z)). Pel Teorema de Liouville

gt Indet (DT'(2)) = V- V!(T(2)).

Per la definicié de V! ija que p satisfa I'equacid de la calor,

gty VPp(w,t) | (Vp(w,1)\?
I o
= _(‘g)t Inp(w, t) — Vt(w) A(VInp(w, t)).

det (DT'(2)) _ p(T°(2),0)

det(DT°(z))  p(T'(2), 1)
Finalment, el resultat es segueix ja que T°(z) = z,
p(0,2) = f(z)ip(y,t) — 1 quan t — oo.

Per tant, (V - V!)(T!(z)) = —(d/dt) (Inp (T'(z)))) . Aleshores
°(z
‘(z
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Lanterior calcul formal pot fer-se rigoros si la densitat f(x, y) és
una funcié que pertany a alguna classe de Hélder C*(R). En
aquest cas T resulta ser de classe C't.

Les dificultats venen de que la constant de Lipschitz de V! es
fa infinit massa de pressa quan t — 0 si f(x, y) no esta en una
classe de Holder. En les classes de Holder es pot usar la
desigualtat

C
Vet lers < ==z 1T0)lee

(Solonnikov and Belonosov (’79), X. Mora ('83)).

Aix0 és obviament insuficient, si volem considerar funcions
f(x,y) constants a trossos.
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3 Cartogrames de Catalunya

Joan de Sola-Morales i Rubié La matematica dels Cartogrames Geografics



Cartograma de les Comunitats Autonomes d'Espanya
Producte Interior Brut, 2010

Font: INE Elaboracio: Jaume Feliu (Departament de Geografia, Universitat de Girona)

Jaume Feliu, Departament de Geografia, Universitat de Girona
elmapacomaexcusa.blogspot.com.es
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Resultats de CiU, eleccions al Parlament 2010
Percentatge sobre el total provincial

Llegenda
2010
% CiU

37,98 - 38,00
I 38.01-41.00
I +1.01- 49,00
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Cartograma de Catalunya, divisé provincial. L'area és proporcional a la poblacid 2012

Elaboraci6: Novembre 2012, Jaume Feliu (Departament de Geografia, Universitat de Girona)

elmapacomaexcusa.blogspot.com.es
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Resultats de PSC, eleccions al Parlament 2010
Percentatge sobre el total provincial

Llegenda
2010

% PSC

[ 1465-1500
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I 17.01-2000
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Cartograma de Catalunya, divis6 provincial. L'area és proporcional a la poblaci6 2012

Elaboraci6: Novembre 2012, Jaume Feliu (Departament de Geografia, Universitat de Girona)

elmapacomaexcusa.blogspot.com.es
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Cartograma del Producte Interior Brut (PIB en milions de dolars, 2012)

1185400

207973 <

Elaboraci: Feliu, J. & Aviny6, A., 2013, Universitat de Girona
Font: Eurostat, INE, Idescat

(J. Feliu i A. Aviny6, 2013)
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Cartograma de les exportacions (milions d'euros, 2012)

170622

Elaboraci: Feliu, J. & Aviny6, A., 2013, Universitat de Girona
Font: Eurostat, INE, Idescat

(J. Feliu i A. Aviny6, 2013)
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Hipotesi de Catalunya com a nou estat d'Europa
Cartograma de la poblacié (nombre d'habitants, 2012)

Elaboracio: Feliu, J. & Avinys, A., 2013, Universitat de Girona
Font: Eurostat, INE, Idescat

(J. Feliui A. Avinyé, 2013)
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I 4 Contiguitat i continuitat
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@ Des del punt de vista de I'analisi de I'algorisme, el
problema que vam creure que quedava pendent era el de
demostrar que l'algorisme estava ben posat en casos en
que la densitat f(x, y) no és una funcié continua.

@ El problema principal acaba sent el de la continuitat de la
transformacio obtinguda. | el problema de la continuitat
esta completament lligat al problema de la unicitat de
solucio6 de les equacions diferencials ordinaries que hi
estan involucrades.

@ Aquestes idees es veuen mes clares en I'exemple
seglent, que descriu un algorisme diferent per a obtenir
transformacions amb Jacobia donat.
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Métode de les direccions invariants (Knothe-Rosenblatt)

T:[0,4] x [0,b] — [0, 4] x [0, b]

@) ~ (J(QX}Q -
fo Jo f(€.m)dn de

b [y f(x,n)dn
Jo f(x,n)dn
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@ Els nostres resultats (2012) mostren la continuitat de la
transformacié T(x, y) per densitats f(x, y) que inclouen,
com a minim, funcions constants en poligons del pla
(aquest és el cas practic pels cartogrames geografics).

@ Si estem interessats en la continuitat respecte a I'estat
inicial / unicitat de solucio z(t) per t ~ 0 d’un problema
amb valor inicial z(0) = zy podem restringir-nos a
considerar z ~ zy. Aix0 és una invitacié a usar idees de
I'Analisi Assimptotica.
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Si es magnifiquen les variables z = (x, y) propde z =12y i la
variable t prop de t = 0 en les proporcions apropiades, s’acaba
obtenint un problema similar perod a tot el pla i amb una funcié
f(x,y) que és constant en sectors angulars centrats a (diguem)
zp =0.

Per aquest problema magnificat podem demostrar que el
problema esta ben posat, i en particular hi ha unicitat de
solucio.
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En les noves variables la EDO té la forma particular

1 1
= WH(WZ

amb una funcié vectorial fitada H(w) independent del temps.
Esta prou clar que la part de la dreta tindra una constant de
Lipschitz com 1/t (no integrable).

Z(t) (1)
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Teorema (A. Avinyd, M. Valencia i JS-M, 2012):

SiF(z,t) és continuaper0<t<eci0<|z|<ei

M
’F(Z, t)| < W

(F(z1,t) — F(z,1)) - (21 — 20) < L|22_t21|2

pert>0ilL < 1/2, aleshores el problema de valor inicial per
Z' = F(z,t) esta ben posat pert > 0.
@ Comparar amb (P. Hartman 1964, ODE'’s, Exercici 6.8,
One-sided generalization of Nagumo'’s criterion)
@ Tenim un contraexemple amb L = 1/2.
@ Per 2’ = H(z/v/1) /vt aquestes hipotesis simplement
demanen: [H| fitada i 5(DH + DHT)) < L < 1/2 (que es
comproven a partir de la EDP).
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Hi ha un cas facil de calcular en que H(wy, wo) = H(wy). En
aquest cas H depen d’'un parametre C > 1. El que s’ha de
comprovar és que H'(wy) < 1/2. Els dibuixos que surten sén

els seglents:
05

-
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