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EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. — Conditions au bord sur la vitesse
et la pression pour les équations de Navier-Stokes dans une conduite finie. :
Note de Joan de Sola-Morales Rubié, présentée par Jacques-Louis Lions.
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On considére les équations de Navier-Stokes dans une conduite finie avec la condition d’adhérence aux
parois. On montre que le probléme a valeur initiale est bien posé quand on prend comme valeurs aux limites
sur les sections extrémes la pression et la vitesse tangentielle.

PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS. — Boundary Conditions on the Velocity and the Pressure for
the Navier-Stokes Equations in a Finite Conduction.

This Note deals with the Navier-Stokes equations in a finite pipe with no-slip at the wall. We show that the
initial value problem is correctly posed when the pressure and the tangent velocity are taken as boundary values
at the ends.

1. POSITION DU PROBLEME. — Soit £ un domaine de R? avec bord assez régulier, et
considérons dans R? le domaine Q=(0, L) x X, pour L>0. Pour nous, Q représentera
une conduite finie avec les parois au repos, dans laquelle on étudiera I'écoulement au
cours du temps d’un fluide homogéne, incompressible et visqueux obéissant aux équations
de Navier-Stokes. Si on appelle V(x, y, z, t)=(u, v, w) la vitesse du fluide et p (x, y, 2, t)
la pression, dans un systéme de mesures approprié, on a :

(1.1) %V+Vp=—(V-V) V+AV+G,

(1.2) V-V=0

ou G représente le champ des forces extérieures.
Divisons maintenant le bord de Q en deux parties : 8, =[0, L] x dZ et 8,={0, L} x Z.
A cause de la viscosité, il est naturel de demander que :

(1.3) V=0 sur J,,

et nous sommes intéressé A voir si on peut avoir un probléme bien posé quand on fixe la
pression sur 0, :

(1 4) 14 (0) ya z, t)=Po (y$ 2z, t) et P (L’ }’, Za t)=pL (ys Z, t)'

Ce probléme-ci est classique dans le cas stationnaire, ot on impose en plus que p, ct
pp. soient des constantes et que V soit « laminaire », c’est-d-dire que v=w=0 sur Q, et
on obtient une solution (stationnaire) unique. Mais dans le cas non stationnaire la
condition de laminarité semble trop restrictive, et la discussion sur I'existence et P'unicité
d’une solution pour un probléme & valeur initiale satisfaisant (1.1)-(1.4) semble n’avoir
pas été faite jusqu’ici. Le but de notre travail a été de nous convaincre que le problémie
4 valeur initiale pour (1.1)-(1.4) n’avait pas d’unicité, et en méme temps de chercher
des conditions supplémentaires ayant le maximum de sens du point de vue physique pour
arriver & un probléme mathématiquement bien posé. Ainsi on a trouvé qu’on avait unicité
de solution si on ajoutait a (1.1)-(1.4) la condition de laminarité restreinte au bord 0, :
v=w=0 sur J,.

Puisque cela veut dire qu’on fixe sur 8, la pression p et aussi’ les composantes
tangentielles de V, on s’est posé un probléme plus général et non homogene en prenant
un champ auxiliaire sur Q : V,=(u,, v, w;), qui peut dépendre du temps, a divergence
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nulle et satisfaisant (1. 3), et en demandant alors :
(1.5) V=0, et w=w, sur 0,.

C’est le probléme a valeur initiale pour (1.1)-(1.5) qu’on va traiter dans ce qui suit.
Le cas particulier V,=0 semble un modéle assez raisonnable pour I'évolution au cours
du temps des perturbations des écoulements du type de Poiseuille dans des conduites
finies. [L’alternative classique est de substituer (1.4) et (1.5) par des conditions de
périodicité.]

Comme d’habitude, pour rendre homogénes les conditions au bord on prend une
fonction p, (x, y, z, t) satisfaisant (1.4) et on cherche V et p sous la forme V=V, + U,
p=p,+q. On appelle aussi (1, v, w) les composantes de U.

Ainsi on a :
(1.6) %U+Vq= —(Vpy V) U—-(U-V) V,—(U-V) U+AU+H (1),
1.7 V-U=0,
(1.8) U=0 sur J,,
(1.9 q=0 sur 0,
(1.10) v=w=0 sur d,,

ou H=—(9/dt) V,—(V,-V) V,—~Vp,+AV,+G (£). Et on se donne aussi une condition
initiale :
(1.11) U (to) =U,.

2. ESPACES FONCTIONNELS ET OPERATEURS. — Pour formuler le probléme (1.6)-(1.11)
comme une équation semi-linéaire d’évolution dans un cadre fonctionnel approprié, on
va construire une décomposition orthogonale de I'espace de Hilbert L, (Q)* appropriée
aux conditions (1. 7)-(1. 10) qui nous permettra d’éliminer la pression comme une incon-
nue explicite.

Considérons I'espace fonctionnel :

3o (@ 0)={Ue®* (Q)*| V- U=0, v=w=0 sur Q, u=0 sur 9, }

et ses adhérences dans L, (Q)* et dans I’espace de Sobolev H? (Q)°, qui seront notées
Jo (€ 9,) et H (Q; 9,), respectivement. Considérons aussi I'espace :

G (@ 8,)={Vp|peH" (Q), p=0 sur 9, au sens des traces }.
Alors on a :
THEOREME 1. — G (Q; 0,) est Pespace orthogonal a J, (Q; 8,) dans L, (Q)3.

THEOREME 2. — Si I est la projection orthogonale de L, (Q)* dans J, (Q; 8,) et si I'on
considére I'opérateur A=I1°A, ou A est le Laplacien, comme un opérateur de J, (Q; 8,)
avec domaine D (A)=H (Q; 9,), alors A est a domaine dense, fermé, autoadjoint et
strictement négatif.

Idée des démonstrations. — On a choisi pour les démonstrations une méthode indirecte
qui, par des raisonnements de symétrie, fait découler ces résultats des résultats déja
connus avec des conditions au bord seulement pour la vitesse pour un domaine D que
nous allons définir :

Soit D la variété différentiable R x X/~ o1 la relation d’équivalence ~ est définie par
(x, 3, 2) ~ (X, §, 2)<>y=p, z=3, et (x—%)/2LeZ, munie de la métrique plate induite
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par R3. Considérons I'espace J.(D)= {Ue%g (D)*| V- U=0}, et ses adhérences dans
L, (D)3 et dans H! (D)3, qui seront notées J, (D) et H (D), respectivement. Considérons
aussi I'espace G (D)= {Vp|peH" (D)}. On a la décomposition orthogonale suivante :

L, (D)*=J, (D) ® G (D).

Ce résultat, essentiellement dii 2 de Rham ([1], p. 117), est bien connu dans le cas ou D
est un ouvert de R", mais il est aussi valable dans notre cas.

Nous nous sommes permis dans ce qui suit de travailler sans distinction sur D ou sur
[—L, L] xZ comme s’il s’agissait d’'une carte globale. Alors, sur les fonctions définies
sur D on peut définir une involution s par I'expression sf (x, y, z)=f (—x, », z), qui
peut s’étendre aux distributions de fagon naturelle. Sur les champs de vecteurs
U=(u, v, w) définis sur D nous définissons maintenant 'involution S par I'expression
SU =(—su, sv, sw), et nous avons alors Vsf=S Vfet V-SU=5V-U.

Nous nous intéressons a des espaces de champs de vecteurs sur D antisymétriques par

rapport a S (SU= —U), que nous noterons par un indice a. Ainsi, par exemple, on
déduit du théoréme de de Rham énoncé ci-dessus la décomposition orthogonale :
2.1 (L; (D)*),=J, (D), @ G (D),

Soit maintenant I, la projection orthogonale sur le premier facteur dans (2. 1), et
considérons Popérateur A,=II,cA comme un opérateur de J, (D), avec domaine
H? (D)? N H (D),. Compte tenu de la symétrie et des résultats connus sut Popérateur de
Stokes avec des conditions de Dirichlet pour la vitesse au bord ([2], [3]) il n’est pas
difficile de voir qu’il est & domaine dense, fermé, autoadjoint et strictement négatif. Pour
voir qu’il est surjectif et fermé, ce qui est le plus difficile, on voit qu’il a un inverse
continu en prouvant I’existence et 'unicité d’une solution faible des équations de Stokes
et en prouvant leur régularité comme dans [2], mais, puisque D n’est pas un ouvert de
R, il faut travailler avec une partition de I'unité.

Maintenant on veut identifier J, (; 8,) avec J, (D), et aussi G (Q; 3,) avec G (D),
par I'application E définie par E (U) (x, y, z)=U (x, y, z) si x>0, et SE (U)=—E (U).
On voit que E est une isométrie (4 un facteur constant 2, prés). On vérifie I'identification
sans beaucoup de travail en utilisant la caractérisation de I'espace J, (D) faite dans [2].
Alors le théoréme 1 découle de (2. 1).

Pour prouver le théoréme 2 on veut voir que E identifie H (Q; ;) avec
H2 (D)} N H (D),. On vérifie sans peine que E (U)eH? (D)? si Uel, (& 9,), malgré
que E(U) n’appartient pas 2 ¢* (D)> mais a ¢' (D) et aussi que E (U)eH (D), si
on prouve auparavant que sur D on n’a pas le phénoméne de Heywood, mais que
H (D)>{UecH}(D)*|V-U=0}. Ainsi on a que E (H (& 9,)) cH? (D)’ " H (D),. Voir
que E est surjective c’est facile si on sait que {Ue%? (D)|V-U=0, U=0 sur dD} est
dense dans H? (D)* N H (D) avec la norme de H? (D)? et cela peut se prouver en
utilisant les propriétés de régularité de I'opérateur de Stokes sur D. Avec cela on voit
que A,cE=EcA, et le théoréme 2 découle de ce qu’on a dit sur A,.

3. LE PROBLEME A VALEUR INITIALE. — En utilisant les théorémes 1 et 2 ci-dessus
on peut maintenant écrire le probléme (1.6)-(1.11) comme un probléme semi-linéaire
d’évolution dans I'espace de Hilbert J, (€; 9,), d’une fagon analogue 4 ce qui a €té fait
dans [4] pour les équations de Navier-Stokes avec les conditions au bord classiques
seulement pour la vitesse. On trouve des points de vue semblables, mais avec de petites
différences, dans [3] et [5], et dans le travail [6], qui est & I'origine de cette formulation.
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Si on applique la projection IT de L, (Q)* dans J, (Q; 8,) a I’équation (1. 6), compte
tenu de (1.7)-(1. 10), on peut formuler (1.6)-(1.11) comme :

(3.1) §U=A U+F (1, U),
t

(3. 2) U (t0)=Uo,
ouF (t, Uy=IT[—(V,-V) U-(U*V) V,—(U-V) U+H (1)].

Soit maintenant I un intervalle de temps ouvert ou V, (t) et p, (f) sont définies et avec
to€l. Supposons que V, (t) soit ¥'*® par rapport a ¢ dans H? (Q)* pour quelque 6> 0,
que p, (f) soit Holder continue par rapport & t dans H!(Q) et que G(t) soit Holder
continue par rapport 4 ¢t dans L, (Q)*. Alors, 4 cause du théoréme 2, A est le générateur
d’un semi-groupe analytique dans J, (Q; 8;), et on peut aussi définir les puissances
fractionnaires A* et leurs domaines D (A®). Suivant [4], p. 81, on voit que si on choisit o
avec 3/4<a<l, et on pose B=IxD(A%, alors on voit que F:B—J, (€ 3,) est
localement Holder par rapport a ¢ et localement Lipschitz par rapport & U. On obtient :

TutoriME 3. — Etant donnés to et Uy tels que (t,, Uy) €B, il existe un T>t, et une
unique solution de (3.1) U (t; to, Uy) définie pour t,<t<T, vérifiant (3.2). Pour t=t,
fixe, application (to, Ug) = U(t; to, Ug) est continue de B dans D (A%, la ou elle est
définie. Si dans son domaine de définition F est de classe 4" ou analytique, alors il en est
de méme pour U (t; to, U,) par rapport a ses trois arguments a intérieur de son domaine
de définition.

4. REMARQUES FINALES. — (a) Si Q est un ouvert de R" non nécessairement tubulaire,
et si on divise le bord de Q en deux parties 9, et 9,, il semble raisonnable de croire
qu’on peut avoir un probléme bien posé pour les équations de Navier-Stokes avec des
conditions au bord du type (1.3) sur 9, et du type (1.4), (1.5) sur d,. Mais il semble
raisonnable aussi de croire qu’on aura besoin de quelques précisions techniques dépendant
des angles entre 0, et d,. Nous ne sommes pas capable de donner ces résultats & présent.

(b) Tout ce quon a fait pour Q=(0, L) xE peut se faire aussi sans peine pour
Q=(0, L) x(—1,1), ou alors Q représente un canal fini dans R2.

(c) Les conditions (1.8) et (1.10) pour U, au contraire des conditions usuelles,

n’entrainent pas en général que I'intégrale j Uu(u-v)u soit nulle. A cause de cela il
Q
ne semble pas facile de prolonger pour t— oo les solutions de (1.6)-(1.11), méme en

dimension deux, ni extension des théorémes de Leray d’existence de solutions stationnai-
res, ni la possibilité¢ d’avoir des critéres de stabilité globale dans le sens de [7].
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