Tema 2

Derivacion

Graficas de funciones

Transparencias de Carmen Hernando siguiendo los apuntes de la asignatura de Calculo I.



Derivada en un punto

Sea f una funcion definida en un entorno de un punto c € R

f es derivable en ¢ < existe y es finito el limite

Adf N ey fle+h)—f(c) ..  flx)— f(c)
qp\¢) = fle) =l h = lim ———
f’(c) esla derivada de fen c
Ejemplo: f(z) = z*
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Derivadas: definiciones

Sea f una funcién definida en [c, b), entonces:

f es derivable en c por la derecha < existe y es finito el limite

ey et LN I @)~ S

h—0T h r—ct r — C

Analogamente se definine derivable por la izquierda

= f:(a, b) — R esderivable en (a, b) & f es derivable en cuaquier punto de (a, b).

1 f es derivable en el intervalo abierto (a, b)

* f:la bl = R es dervable en [g, b] < < derivable en a por la derecha

( derivable en b por la izquierda.



Interpretacion geomeétrica

Si una funcién f es derivable en un punto ¢, entonces

y=fd+ f(c)x— o)

es la recta tangente a la grafica y = f(x) en x = ¢

La recta tangente tiene pendiente m = tan (a)=f"(c).

a es el angulo entre la recta tangente y el eje horizontal.

Si el limite que define f'(c) es infinito,
diremos que f tiene pendiente infinita en c.

recta tangente

pendiente =f'(c)

o




Interpretacion geometrica (ll)

La recta tangente es el limite de la recta secante que pasa por el punto fijo (c, f(c))
y el punto movil (¢ + h, f(c + h)) cuando h tiende a 0.
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recta secante

) R e :

Teorema. [ derwable en c= [ continua en c.




Derivadas superiores

Si f es una funcion derivable en un intervalo I € R, entonces la funcién

f 1 » R eslaprimera derivada de f.
X > ()
Si f' vuelve a ser derivable en I, entonces la funciéon f'': 1 *R definida

como la derivada de la derivada; o sea,

Cf o d (df
@(ZC)_JC (z) = dx (da:)

es la segunda derivada de f.

Y, en general, la derivada n-esima de fes: f)(z) = (31; L(z)




Derivadas de las funciones elementales

d | |
— (k) =0, r") = na" ! , Va : (z*) = az*"t Va eR, Vx>0,
dx T N
d 1
—(Inx)=— V>0,
dx T
d C d ;
sinx) = cos ., —(cosx) = —sin x, —(tanx) = — 1+ tan® x.
dr( ) = ’ d:z:( ) ’ d:z:( ) Ccos? i ’
d 1 d —1 d 1
— (arcsinz) = : — (arccos ) = = — (arctan x) = 5
dx 1 — 12 dx V1 — 2 dx |
d d d 1 ‘
1 — (sinh z) = cosh z, 1 — (cosh ) = sinh x, 1—(ta.11h r) = 7 = 1 — tanh® x,
ar dx dz cosh” x
d 1 d 1 d 1
argsinh x : argcosh x : argtanh x —.
dI( ) = V1432 dr( ) = 2 _ 1’ d:z:( ) =



Reglas de derivacion

Si fy g son derivablesen cy k € R, entonces

las funciones k-f, f+g, f-g, f-gy f/g (sig(c) # 0) son derivables en c. Ademas:

ko) =k-f, || (f29) =f +4,

(f-9)=f-9+[7. (i)fsz'g_f'gf

g g°

Regla de la cadena:

Si f esderivableen xygloesen f(x), entonces geo f esderivable en x:

(9o f)(x) =g (f(x)- f'(x)




Derivada de la funcion inversa

Si f es derivable en x e invertible en un entornode x = f ! es derivable en y = f(x)

(flef)(x)=1I(x)=x
(gof)(z) =4 (f(x)- f'(z) wmmp  (flof)()=I0()=1
(O f)=I'X=1

0. equivalentemente,|(f ) (y) =




Derivacion implicita

Ejemplo:

Consideramos una funcion definida explicitamente por

yzf(ﬂ?)zvl—ff?‘

A

O implicitamente por la ecuacion ‘ 22 +y? =1 ‘

-1 1

Para calcular la primera derivada y’ = % = f’(z) tenemos dos opciones:

e Derivar la formula explicita: y' = f'(x) =



Derivacion implicita (ll)

Ejemplo:

También podemos calcular las derivadas de orden superior por derivacion implicita:

d _d d d_

Py’ =15 gy =05 1Y)+ = 0= 39"y +yy” = 0 =5 3(y")* +4y/'y" +yy™ =0,

luego despejando las derivadas o'. 4. v"". 44 obtenemos que
o) y, y, y

7 L 1 L+ (y;)g _ym Syl'y” _y(4) _ S(yH)Q + 4y,ym -

Por ejemplo,  siz = 1/4/2, entonces y = 1/v/2,

y = —1. 9" = =22,y = =12, y = 601/2, etcétera.



Graficas de funciones: monotonia

Sea f : I — R una funcion definida en un intervalo I C R. En I, la funcion f es:

* Creciente siy sOlo si f(x1) < f(xp) para todos x1,x; €1 tales que x1 < x;
» Decreciente siy solo si f(x1) = f(x) para todo x1,x» €1 tales que x; < x;
« Monotona siy solo si f es creciente o decreciente

 Estrictamente creciente (decreciente), cuando las desigualdades son estrictas.

> > >

Funcion creciente Funcion decreciente Funcién no monotona



Monotonia y primera derivada

Sea f : [a,b] = R continua en [a, bl y derivable en (a, b). Entonces:

- () =0
- ') =<0
- f'(9)>0
- () <0

- f'(x)=0

Vx&(a,b) = [ escreciente en [aq, b];
Vx&(a,b) = f es decreciente en |a, b];
Vx&(a,b) = f estrict. creciente en [a, b]
y3a [ [fla,f(B)] - labl;
Vx&(a,b) = [ estrict. decreciente en [a,b] A
y3 1 b).f(a] = [abl;
Vx&(a,b) = f esconstante en [a,b).




Graficas de funciones: concavidad

Sea f : I — R una funcion definida en un intervalo I C R. En I, la funcion f es:
- Convexa < f(ta+@—90x) < tf(x)+ @ —-8)f(x), Vte(0,1), Vi< x €L
- Concava & f(ta+ @ —-0Ox) = tfxa)+ @ —-10)f(x), Vte(0,1), Vxi< xpx €L
- Extrictamente convexa (concava) < las desigualdades son extrictas

1)

/-

Funcion

convexa
N

tf (x1) + (1= ) f (22) M

£ (t2r + (1 — 1)) >

Funcion
concava

tx) + (1 — t)xg

funcion convexa



Concavidad y segunda derivada

Sea f :[a,b] — R continua en [a,b] y sea f dos veces derivable en (a, b), entonces:

- f'"(x)=0
- f''"(x) <0
+ f'(x) >0
- f'"(x) <0
- [0 =10

Vx€(a,b) = f es oonvexaen [a bl;
Vxe(a,b) = f es ooncava en [a,b).
Vxe(a,b) = f es estrictamente convexa en [a, b];
Vx&€(ab) = f es estrictamente concava en [a, bl;
Vx&(a,b) = f eslineal;

o seq, f(x) = mx+n para adgunas m, n€ R.



Maximos y minimos: definiciones

Sea f : I — R una funcion definida en un intervalo I y sea c€ 1. En I, el punto c es un:

- Minimo global (o absoluto) de f < f(c) < f(x) para toda x €1

- Mcvamo global (o absoluto) de f <  f(c) = f(x) para toda x €1

- Minimo local (o relativo) de f &  f(c) < f(x) si x €1 esta cerca de c

- Mcvamo local (o relativo) de f < f(c) = f(x) si x €1 esta cerca de ¢

- Mdvamo estricto o minimo estricto cuando esas desigualdades son extrictas para x+ c
- Extremo (global / local) de f < es un maximo o minimo (global/local) de f

- Puntocritcodef <<  f'(c)= 0 o bien f no es derivable en c

- Punto de inflexion de f < f cambia el caracter concavo/convexo en c

Maximo global
Maximo local
A%
/\\_/\
P4

Minimo local

Minimo global



Maximos y minimos y derivadas

Sea f : I — R una funcion definida en un intervalo I y sea c € I.

- Sicesun extremo local def = c¢ es un punto critico de f;
- Sif esdervableenl y c esun extremolocal = f'(c)= 0;
- Sif es dos veces derivable en I, f'(c) = 0 y f''(c) # 0,
si f''(c) > 0 = c esun minimo local
si f'"(c) < 0 = ¢ esun mdamo local
- Sif esn = 2 veces derivable en I, f'(c)=f"(c)=---=fn"1(c)=0 y f(c) #0
n impar = ¢ es un punto de inflexion.
npar y fW(c)> 0 = c esun minimo local
npar y fW(c)< 0 = c esun mawamo local



Existencia de extremos en compactos

Los intervalos cerrados y acotados de la forma I = [a, b] se denominan compactos.

Teorema. Si f es una funcion continua en un intervalo compacto I, entonces
dm,M €1 tales que: f(m) < f(x) < f(M) para todo x € 1.

Es decir, f tiene un minimo global m y un mcamo global M en el intervalo I

El minimo global m y el maximo global M del teorema anterior:
- pueden no ser nicos o no ser estrictos.
- pueden ser un extremo del intervalo compacto I (aunque f'(a*) # 0y f'(b™) # 0)

El teorema no se cumple si el intervalo no es compacto



Algunas observaciones

» Una funcion puede pasar de creciente a decreciente en puntos donde no esta definida.

Por ejemplo, f(x)

» Una funcio puede

Por ejemplo, f(x) = 1/xen x=0.

pasar de concava a convexa en puntos donde no esta definida.

Y

= 1/x2 en x =0.




Algunas observaciones (ll)

Para determinar los extremos y los puntés de inflexién de una funcion f

hay que considerar separadamente tres tipos de puntos:
(1) puntos frontera del dominio de f,

(2) puntos donde f no sea derivable,

(3) ceros de la derivada de f

_——
- ~

decreciente creciente decreciente creciente




Mas observaciones

Solo es recomendable calcular la segunda derivada f'' y derivadas de orden superior

para caracterizar extremos y puntos de inflexion si su calculo es simple.

De lo contrario, es mejor estudiar el signo de la primera derivada f' en un entorno de c.

Si f'(x) es negativa/positiva cuando x se acerca a c por laizquierda/derecha,
entonces ¢ es un mmimo local.

Si f'(x) es positiva/negativa cuando x se acerca a c por la izquierda/derecha,

entonces ¢ es un maximo local. YA puntode
inflexién MNAXIMO
- L~ , . . y=fx) relativo
Si f'(c) =0 pero f'(x) nocambia de signo en x = c, \ fe) >0 j
|
. o, [
entonces c es un punto de inflexion. l Fley) <0
ml'm'll'nn relativo :
| | = T
E] El




» Larectar ={x = c} es:
» Una asintota vertical de f < los dos limites laterales | lim,_, .+ f(x) = £ o0

(sin importar ni el signo del infinito ni que coincidan los dos limites).
» Una asintota vertical por la derecha (respectivamente, por la izquierda) de f <
el limite lateral por la derecha (respectivamente, por la izquierda) toma un valor infinito.
% Larectar ={y = b}es:
» Una asintota horizontal de f < | limx_+xf(x) = b
» Una asintota horizontal hacia mos infinito (respectivamente, hacia menos infinito) de f

cuando el imite x — + oo (respectivamente, x — —o0) sea igual a b.

% Larectar ={y = mx+ b} (conm # 0) es una asintota oblicua de f <

limy s (f(x) — mx— b) = 0| &|m = xgglm@, b= mll}filoo (f(z) —ma)




Funcion con:
« una asintota horizontal hacia menos infinito en {y = 0},
e unaasintota vertical en {x = 0}

« una asintota oblicua hacia més infinito en {y = x}.



Teorema de Rolle

Teorema

Si f : [ab] =R es una funcion continua en [a, bl y derivable en (a, b) tal que f(a) = f(b),

entonces existe algun punto c €(a, b) tal que f'(c) = 0.

Ly
Interpretacion geométrica:
Si una funcion derivable tiene el mismo
valor en dos puntos diferentes aib, : e F1(€)=0
entonces existe algiin punto intermedio c €(a,b) y = fx) '
donde su recta tangente es horitzontal
: >
5 X
. f(a)=F(b) b



Teorema del valor medio

Teorema

St f : la,b] = R es una funcidon continua en |a, bl y derwable en (a, b),
entonces existe algun punto c €(a, b) tal que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).

Interpretacion geométrica:

Si una funcion es continua en [a,b]

y derivable en (a,b), entonces

existe algiin punto intermedio c €(a,b)
donde su recta tangente es paralela a la recta
que pasa por los puntos (a, f (a)) y (b, f (b)).

Tangente en ¢




Polinomio de Taylor. Definicion

Si f es una funcion N veces derivable en un punto c, entonces

el polinomio de Taylor de grado N de la funcion f en el punto c es:

S (e)
N

f"(c)
2

/"9
6

(x—c)*+ (x—c)° 4+ (x—c)V

N e(n)(e
Py (z) = Z / n'( )(m—c)” = fle)+f'(e)(x—ec)+
n=0 |

Aproximamos la funcién f(x) por un polinomio que tenga las mismas derivadas
(hasta un cierto orden N) que la funcion original f (x) en un punto dado c.

Si el desarrollo es en el punto ¢ = 0, entonces se llama polinomio de Maclaurin.

La diferencia Rn(x) = f(x)—Pn(x) es el residuo de Taylor de grado N
de la funcion f en el punto c.




Polinomio de Taylor. Observaciones

> P"(¢)= fU(c) paratodo n= 01,...,N.

» Si f(x) es una funcion par/impar === sus polinomios de Maclaurin

Funcion par

solo tienen potencias de grado par/impar.

Si f(x) es una funcion par == {(0)=0

\f ‘(x) es impar, f “(x) es par...

|

£ “(0)=0...



Polinomio de Taylor. Ejemplos

Funcion Polinomios de Maclaurin
N " IB ;'I.TB ;'I?N
e PN(;'I‘)_;H_l—{—;F—F?—F—G—F o
N 2n 2 A 2N
P =) (—1)" =1 -+ ~1)N
ot 2 () ?;}( ) 2 > T T DTN
N _2n41 3 5 2N 41
Ps ) = —1)" =1 — — —1
S 21 () ﬂz%( a1 6 120 AR
N  n 2 3 N
In(l —x) PN(I)——;?——JT—?—? ----- N
N _2n41 .3 5 2N+1
T T T _,
arctan x P €Tr) = —1)" — o — ... —1
et 2N+1(7) nz_%( ) 2n + 1 3 T 5 +(=1) 2N + 1
| N
- PN(;r)—n;j;r”—1+;r+;r.2+;r3+---+;rN
N
(1 + I)a N « on O('(O(' _ 1) 2 (O‘ _ 1)(0( _ 2) 3
con o e R PN(I)__Z: e =1+ ar+ 5 Tt 6 4



Calculo de limites con Taylor

» Muchos limites se pueden calcular usando los desarrollos de Taylor
(o de Maclaurin si ¢ = 0) delas funciones implicadas.

» La mayor dificultad de este método consiste en escoger hasta que orden
se debe desarrollar cada funcion para determinar el valor del limite.

» A veces conviene realizar el cambio de variables ¢t = x — c para trabajar

con los desarrollos de Maclaurin, que suelen ser mas simples.

Ejemplos:
_. 3 ‘
e lim, .o blzm = % = lim,_,q ‘P'H?r{m ) — lim., (1 - O(Iz)) — 1
. ., _ 1—(1—22/2 x? _ _ ‘ _
e lim, g l—;g” = % = lim,_,( ( . i;LO(P )) = lim,_,q (1/2 - O(Iz)) = 1/2:

i 2
o lim, .g @ — :—J — lim., 0 Hi(m ) — lim, 0 (1 + O(I)) = 1:

-



Formula de Lagrange

Sea f : (a,b) — R una funcion N + 1 veces derivable, sea c € (a, b).
Saa Ry (x) = f(x) — Pn(x) el residuo de Taylor de grado N de la funcion f en el punto c.

Entonces, para todo x € (a, b) existe un punto { = {x) €(c, x) tal que

F(E)
RN(x) — (N + 1)' (.CU o C)N+l
Escribiremos f(x) = Py(x) + o [(x — oV +1] [Taylor]

f(x)= Pn(x)+ o [(x)NJrl ] [Maclaurin]

Y se dice que el residuo Ry(x) es “de orden N + 1”



Series de Taylor

¢Qué pasa cuando el grado de los polinomios de Taylor tiende a infinito?
Algunas veces el limite N— + oo da lugar a la igualdad valida en intervalos adecuados:

V) (e)
N1

Icu(f)

5 (2 =)V +...

(r=e)" =flO)+ f)x—c)+ 7= =)+ +

Estas expresiones con sumas infinitas son las series de Taylor.
(Las estudiamos en el Tema 4)



Regla de L'Hopital

Sean f y g dos funciones derivables en I \{c},
donde I esun intervalo abierto que contiene a c.
Entonces:

T—>C g(gj) 0" oo T—>cC g’(gj) T—c g(x) T—rc g’(ﬂ?)

Esta regla también vale para los limites 1im ,_, .+ y para los limites 1limy_, +c.

El simbolo o0 /0 denota de forma compacta las cuatro posibles indeterminaciones oo/ + oo,

» Laregla solo es valida para las indeterminaciones co /o0 y 0/0.

E jemplo: ’ o 1 o7 >
lim /() = lim = =+o0o# 1= lim — = lim ()
z—0+ () r—0+ T 0+ z—0+ 1 r—0+ g'(x)




Regla de L'Hopital. Observaciones

» Es usual tener que aplicar varias veces seguidas la regla de L’Hopital

Ejemplo: calcular lim,_ +« x"e™*

, " o0 _ nan 1 00 , n(n — 1):1‘.'”_2 00 , n!a0 1
lim — = — = lim = — = |lim = —=-.--= |im = — =0
r—+oo f 00 r—+oo T e T—r+00 oT 00 r—+oc et —+00
> La no existencia de lim,., 5 S X ho implica la no existencia de limx_,Hf(x).
g (x g(x)

Ejemplo: f(x) = x+ sinx, g(x) = x

, f() X+ sinx 00 . sin x

lim = lim = =14+ lim =1

X— + © g(x) X (0,0) X— + oo b e
X— + ©

pero, en cambio, si intentamos aplicar la regla de L’Hopital obtenemos:

. (x . 1+ CoSx ,
lim S 9 = lm =1+ lim cosx.
X — + o g()(,') X— + o 1 X— +




Regla de L'Hopital. Comparar f(x) < g(x)

La regla de L’'HoOpital nos permite comparar la velocidad de crecimiento de funciones que
tienden a mas infinito cuando x — + 0.

Notacion. f(x) < g(x) cuando x — + oo significa que lim .+« f(x)/g(x) = 0;

(significa que la funcion f(x) crece mucho mas lentamente que la funcion g(x) cuando x — + )

El logaritmo crece mas lentamente que cualquier potencia de exponente positivo.

Las potencia de exponente positivo crecen mas lentamente que una exponencial de base >1.
Concretamente, si k € R, 0<a<f8 y 1<a<b, entonces (cuando x — +o) se verifica

k<In(lnx) <Inx<xe<x8<a*<b*<x*



