Tema 3

Integracion

Transparencias de Carmen Hernando siguiendo los apuntes de la asignatura de Calculo I.



Integrales indefinidas. Definicion

‘ F :(a,b) > Resunaprimitivadef : (a,b) — R cuando F'(x) = f(x), vk €(a,b).

Usamos el simbolo ‘ F(x)= [ f(x)dx ‘ para denotar que F (x) es una primitiva de f (x).

» Todas las primitivas de f difieren entre ellas en una constante.

‘ [ f(x)dx = F(x) + c,

donde la constante libre c € R recibe el nombre de constante de integracion.

» f continua = f admite primitiva.



Tabla de Integrales inmediatas

ua+l du
u™du = +c Yo £ -1, — =In|u| + ¢, e'du =e" + ¢,
_ a+1 J u
-ﬂ.u
/a“du =g 4+ ¢ Va0, /sinudu = —CcosuU + ¢, /EDS udu = sinu + ¢,
, a , :
du . N du _— du . N
=tanu + ¢, = arcsinu + ¢, = arctanu + ¢,
| cos?u ' ] V1 =2 | J 14+ u? |
du
[ sinhudu = coshu + ¢, [ coshudu = sinhu + ¢, / — —tanhu + ¢,
: : cosh® u
f du inhwu + du hu+ / du tanhu +
— argsinh u + ¢, — argcosh u + ¢, — argtanh u + ¢.
J V1+u? J VuZ-1 1 —u?



Cambio de variable

Si F(x) = [ f(x)dx es una primitiva de f (x), entonces:

PYVIRTN [ u= () o 3 o |
/f(‘f/(ﬂf?))‘f/ (z)dx = [ du — gj’/(:r)d:r ] —/f(u)du — F(u) 4 ¢ = F(p(z)) +c.

O el proceso inverso:

| st = [ i ] — [ seme @

Ejemplo:

. n-+1

o U = sinx U 1 o

sin" rcosxdr = = [ u"du = + e = _gin" Tl 4e
du = cosxdx n n -+ 1




Integracion por partes

(u-v) = u-dv + v-du

u-v =f(u-v)’ =fu-dv +fv-du

fu-dv =u-v —fv-du

Ejemplo:

/ 2 dr

dv=e"dx, v=2¢" dv=e"dx, v=2¢e"

_ 32 __ ' _ _
[u—ﬂf, d“_zmdl’]:m?ex—zfmemdz:[ uw=ux, du=dx

— 2% — 9 (:rex — / emd:r) — (35?2 —2x +2)e" + ¢



Integrales racionales

Una funcién racional es un cociente de polinomios:

f(x) = p(x)/a(x) conp(x),q(x) € RIx].

Las integrales de estas funciones se denominan integrales racionales.

Vamos a ver como descomponemos una funcion racional como suma de fracciones simples
(que son fracciones que su integral es directa)

» Sigr(p(x)) 2 gr(a(x)) = P19 = p(x) =q(x)-c(x) + r(x)

r(x) c(x)
PO g + ) con gr(r()) < gr(q(x))
q(x) q(x)
Ejemplo: 3+t = (t+ D2 —t+2) -2

Gt dt > 42
It = 2 _t42)dt — 2 = — — - 1+t +c
_/tJrl( /(1‘ t+2)dt /1+t 3 2+2t 2In |14+t +c



Integrales racionales (ll)

» Sigr(p(x)) < gr(q(x)) = Descomponemos q(x) en factores irreducibles =

g(x)=(x— al)m1 et (X — ar)mr- (x? 4+ bix+cy) ... - (x% + bsx + ¢)

p(x) A1q Alml Arq Armr Bix + (4 Bsx + Cg

— 4t 4+ 4o — > +o b=
qx) (x—aq) (x—a,)™ X — a, x—a)™ x*+bx+c x% + bex + ¢
Ejemplo: p(x) = =50z — 10, q(x) = x° — 22 4+ 22% — 30 + 2.

Descomponemos q(x) en factores irreducibles = ¢(z) = (z — 1)%(x + 2)(2* + 1)

p(x) A B C D+ Ex
N T 5 T T3 |
g(x) x—1 (z—1) r+2 z=+4+1




Integrales racionales (lll)

Obtenemos las constantes A, B, C, D, y E imponiendo que se cumpla la igualdad.

Calculamos la integral racional como suma de una serie de integrales de fracciones simples:

/' dr In|r — al + de (z—a)'™" Lo dz S ot roal)
(r—a) (x—a)®  1—mn ‘ (r—a)2+p32 3 e B ‘

Ejemplo: p(z) = —50x — 10, q(z) = (x — 1)*(x + 2) (22 + 1)

p(x) A B C D+ Ex

qlz) -1 i (x—1)? +;1‘.+2+ r? +1

p(x) dx dx dx dx rdx
dr = 5 — 10 ‘ 2 9 — —7 ‘
/q(x) ’ J/:r—l /(:r—l)2+ /:r+2+ /1+a:2 /1+3:?2

10 7
=5In|r — 1|+ T +2In|r 4+ 2|+ 9arctanz — 5111(1 + %) +c.
:Ij_

{——> A=5B=-10,C=2,D=9yE=-7




Integrales racionales (IV)

Observacion:
Bx + C

E 11 dos del tipo:
n general 10S sumandaos ael tipo Xz +bhx+c

Los troceamos en dos de forma que la integral del primero da lugar a un logaritmo y
la del segundo genera un arco tangente.

Bx + C B 2x+0b Bb 1 Silasraicesdex?+bx +c

— +(C- -
Zibxtc 2 x+bxic ) (x — a)?+p2 son a * fi, entonces:
x2+bx+c=(x—a)*+p?

. T 1 20+ 2 — 2 1 2 + 2 1
Ejemplo: : dor = — , dor = — : dx — : dx
J P /:1:2+2:1:+2 ! 2/1}2+2:§+2 ! 2/:{:2+2:§+2 ! /(:1:+1)2+1 !

1 :
= — 111‘1:2 + 2x + 2

4

— arctan(x + 1) + c.



Integrales trigonométricas

Son integrales de una expresion racional en las funciones sen x y cosx: [ R(sen X, cos x)dx.
Recordamos algunas relaciones trigonometricas:

COS2X + Sin?x = 1, Sin2x = 2CoS X SinX, COS2X = C0S?X —Sin?x
9 1+ cos2x . 9 1 —cos2x
COS ™ & = 2 \ Sl & = 2

Utilizando estas relaciones y adecuados cambios de variable, podemos transformar siempre una
Integral trigonomeétrica en una integral racional. Los cambios que realizaremos seran:

» Caso R impar en el seno: t = cosx, dt = —sin x dx.
» Caso R impar en el coseno: t = sinx, dt = cos x dx.

> Caso R par en seno y coseno: t=tanx, x = arctant, dz = 9%,

v L -
SINX = —F=——= V COST =
Vire o 1412

» Caso R general: t = tan(x/2), x = 2 arctant,

c_2dt a2t 1—t?
doe =77, sihe = 957 V €OST = {71




Integrales trigonométricas (ll)

» Caso R impar en el seno: t = cosx, dt = —sin x dx.

Ejemplo:
sin t =cosx dt | o
/ 1 +cos%:d$ N [ dt = —sinzdx ] B _/ 14+2 —arctant + ¢ = —arctan(cos ) + ¢

» Caso R impar en el coseno: t = sinx, dt = cos x dx.

Ejemplo:

t =sinx
/0053 rsin® xdr = | cos?z=1—-12 | = /(1 — P dt = /tgn’dt — /tan dt
dt = cosxdx

t2n+1 t?-n.+3

2n+1 T 2n+3 T

n sin Sin N
= — c = — cC.
2n + 1 2n + 3 2n + 1 2n + 3 "




Integrales trigonomeétricas (lll)

> Caso R par en seno y coseno:t = tan x, x = arctant,

o dt
S S|
sinax = e y COS T =
Ejemplo:
t =tanx
/ dax d At / 1 dt / dt
) 1412 1 D) ‘ )
1 4 cos= x COSQ$:1+1t2 1+1+t21+t 2+t

1 . ( t ) N 1 X (t&ﬂfﬂ) .
arctall C = arctall C
V2 V2 V2 V2




Integrales trigonométricas (1V)

2
> Caso R general: t = tan(x/2), x = 2arctant, dz = 235, sinz = 245 y cosz = {75

Ejemplo:

/ dx _ | t=tan(z/2), dz = f’% :/ 1 2dt
1+ sinxz — cos sinz = 1355, cosz = hig 1+ 25 — h:{j 14t

/t2+t / =Inlt| —Inlt+ 1|+ c

t . tan(a:/Q)
I+t 1 + tan(z/2)

= ln




Integrales con Va? — x?

Se suelen calcular mediante el cambio |x = asSint, dx = a costdt |

Ejemplo:

/ dx B [ r=4sint ] _/ 4 costdt B 1 dt
r24/16 — 12 dr = 4costdt 16sin®t -4cost 16 ) sin®t

Caso R par en seno y coseno

[ = tant
Z a%u 1 [1+u? du 1 y
f— t = m = — 5 5 = — U d’lb
Ginf — U 16 Uu 14+ u 16
- V14u?2 d
—1 —1 \/16 — 2

160 TS T6tant ¢ 60 €



Integrales definidas

Vamos a calcular area comprendida entre el eje horizontal y la grafica de una funcién
continua f definida en un intervalo compacto [a, b]

AY Ay
f(x)
e

A4

Integral de una funcion positiva Integral de una funcion con cambios de signo



Integrales definidas

. \ - , a , . .,
|a idea basica del simbolo fb f(x)dx es obtener el area asociada a una funcién

f :[a,b] — R como el limite de la suma de las areas con signo de ciertos rectangulos
con bases cada vez menores. Para eso necesitamos fijar las bases de los rectangulos
(concepto de particion) y las alturas de los rectangulos (concepto de suma de Riemann).




Integrales definidas

Una particiéon de un intervalo compacto [a, b] es un conjunto de puntos ordenados

Ad=Xo<X; <+ <XN_1<XN=D.

La cantidad ||Ax|l = max,<j<y AXj, con Axj = X; —Xj-1, €s el tamafio de la particion.

Sea f :[a, b] » R una funcion.
Dada una particién arbitraria del intervalo [a, b] y unos puntos arbitrarios
¢ €lxj-1,x;],7 =1,..., N, entonces

N es una suma de Riemann
Y. fle)Ax; de la funcion f en el
j=1 intervalo [a, b].

La anterior suma de Riemann se puede interpretar como la suma de las areas
De los N rectangulos de bases Ax; y alturas f(c;)



Integrales definidas

Existen sumas de Riemann de diferentes tipos,
dependiendo de la eleccion del punto ¢; €[x;-,, x;].

c; es el extremo derecho ¢; es el minimo de f ¢; es el maximo de f
en el intervalo en el intervalo en el intervalo



Integrales definidas

Sea f : [a, b] » R una funcién acotada.
Diremos que f es integrable (en el sentido de Riemann) si existe el limite de
sus sumas de Riemann cuando [|[Ax || — 0y entonces escribimos:

N

b
/ f(z)dx = lim flc;)Ax;.
a | —

|Az||—0 4
j=

es la integral definida de la
funcion f en el intervalo [a, b]

f continua en [a, b] = f integrable en [a, b]




Propiedades basicas de las integrales definidas

[If)dx=0 [lEe)dx =~ [ f(x)dx

e Aditividad: Si a < ¢ < b, entonces

JIR)dx =[S dx+ [ f(x)dx

Linealidad: Si a, f €R, entonces

[y (@f )+ Bg() dx=a [, Fe)dx+ B [, g(x)dx

*Monotonicidad: Si f (x) <g(x) para toda x €[a, b], entonces

[P dx< [, g(x)dx




Regla de Barrow

Si f : [a,b] - R es una funcién continua y F : [a, b] — R es una primitiva de
f, entonces

Ejemplo:

Calcular el area de la region encerrada por la elipse x2/a? + y2/b%? = 1, donde a, b > 0.



Regla de Barrow

Ejemplo:
Calcular el area de la region encerrada por la elipse x2/a2 + y2/b%? = 1, donde a, b > 0.

La elipse es simétrica respecto ambos ejes de coordenadas, luego:

area total = 4 area de la parte de la elipse contenida en el primer cuadrante

/ \f(x):b\/l—x%ﬂ
N

Area = 4 / flz)de = = f
0 @ Jo
m/2 t=m/2

/2
= 4:15‘}/ cos? tdt = 2{15‘}/ (1+ cos(2t))dt = ab {Eﬁ + Hil’l(?f)} = mab.
0 0 t=0

2 2, _ | T=a sint, dx =acostdt —
TR 05t =0, 2 =a—t=7/2



Teorema del valor medio

Sif :[a, b] » R esuna funcion integrable, su promedioes: f =b71a f: f(x)dx

Teorema del valor medio para integrales
Si f : [a,b] — R es una funcién continua = existe c €[a, b] tal que f = f(c),

equivalentemente,

b
/ flz)dx = (b—a)f(c).

Ejemplo:

La funcion f (x) = 3x2 —2x es continua.
a) En el intervalo compacto [1, 4] ;cual es el promedio de f ?
b) Calcular c €[1, 4] tal que f =f(c).



Teorema del valor medio

Ejemplo:

La funcion f (x) = 3x2 —2x es continua. 3
a) En el intervalo compacto [1, 4] ;cual es el promedio de f ?
b) Calcular c €[], 4] tal que f =f(c).

a) En[1, 4], el promedio de f es:

— 1 4‘ = ) 1 : r=4
f= 11 (3:{:2 —2x)dx = 3 (2% — %] o, =(64-16-1+1)/3=16

b) Por el TVM, sabemos que existe algin punto ¢ € [1, 4] tal que:
f(c)=3c2-2c=f =16 = 3c2-2c-16=0.

¢, = ZEVAHHI6S _ 1EVIHIOS _1E7 o = 2¢[14], ¢y =8/3 € [L,4]

2-3 - 3 3
Asi pues, ¢ = 8/3 es el punto predicho por el teorema del valor medio




Teorema fundamental del calculo

Sea f : [a,b] — R una funcion continua.
La funcion integral de f es la funcion F : [a, b] - Rdada por F(x) = / f(t)dt.

Teorema fundamental del calculo

Sif:[abl > R es continua y F(x) :fcff(t) dz ,entonces F es derivabley F' = f.

Ejemplo:
Dada la funcién f (t) = In?(t + e), continua en el intervalo [0, +),

calcular la recta tangente en x=0 de la funcion F(z) _f f(t)dt.



Teorema fundamental del calculo

Ejemplo:
Dada la funcion f (t) = In?(t + e), continua en el intervalo [0, + ),

calcular la recta tangente en x=0 de la funcion F(x) —/ f(t)dt.

La recta tangente en el puntox = ces: y=F(c)+ F(c)(x —¢)

En nuestro caso ¢ = 0, luego y=F(0)+ F'(0)(x —-0)
FO)= [ f(ndi=0, F'(0)=f(0)=In2e=12=1.
Asi pues, la recta tangente es y=0+1(x —0) = x

y=x



Regla de Leibniz

b(x)
Sif escontinua, a y f son derivablesy G(x) = f(t)dt,

a(x)

entonces G es derivable y

G (x) = f(B(x))-B(x) —f(alx))-a(x)

Ejemplo:

3

X
La derivada de G(x) = f sentdi = G (x) = sen(x3)-3x2
a



Integracion numerica

Se trata de aproximar la integral de una fucnion por diferentes métodos.

Sea f : [a, b] —» R una funcién integrable.

Consideramos la particion uniforme de N intervalos dada por
xj=a+jh,j=0,...,N,

donde la cantidad h = (b —a)/N recibe el nombre de paso de integracion. Sea f; = f (x;).

_h

|
a 47Xy Xq Xy, Xz X4 X5 b=,

I T N | nel *n

Rectangulos Trapecios Parabolas



Método de los trapecios

b—a
2N

Ty (f;[a,b]) =

(fo +2fi +---+2fy_1t+fy)

fs

Si fes convexa => In(f:[a.b]) > [ f(x)

Si fes concava = T (f;[a,b]) < [0 f(x)

Tomamos como valor aproximado Ty (f; [a, b])
que es igual al area debajo de la linea poligonal
que une los puntos (xj,f;) paraj = 0,...,N.

Tn(f; [a, b]) esla suma de las areas de los trapecios:
de bases Ax; = xj —xj-, = h=(b-a)/N
y alturas f;_,, f; paraj=1,...,N.

dz,

dax.



Método de Simpson

Sy (Fi[a,bl) = == (fo +4fL+ 2fy + 8fs+ -+ 2fy o+ 4fy_1+fn)

En este método se necesita que N sea par

Sn(f; [a, b]) es igual al area debajo de la funcion
construida por N/2 arcos de parabolas.
El arco j-ésimo interpola los puntés:

(xzj—zyfzj—z), (x2j—1)f2j—1) y (xzj;fzj)
paraj =1,...,N/2.

Es mas preciso que el método de los trapecios



Integrales impropias

Las integrales impropias son integrales de los tipos siguientes:

» De primera especie: el intervalo de integracion tiene longitud infinita

» De segunda especie: el integrando alcanza un valor infinito en algiin punto

> De terceraespecie: ambas cosas a la vez. N

/C e*dx
vVe—x

De primera especie De segunda especie

Una integral impropia puede tener un valor finito, un valor (+) infinito o no tener
ningan valor definido.



Integrales impropias: convergencia

Dada una funcion f : [a, +©) — R que sea integrable en todos los intervalos compactos

de la forma [a, M ], con M > a, diremos que la integral impropia fa+ > f(x)dxes:

» convergente cuando existe y es finito el limite lir_F fiw f(x)dx
M->T0Q0

» divergente en caso contrario (esto es, cuando no existe o no es finito este limite)

Si existe el limite, entonces:

L7 f(e)de = limprospoo [o fla)da




Tipos de integrales impropias

Funcion Intervalos compactos | Limite que da la integral impropia | Impropia | Especie
fila,+00) =R | [a,M],YM >a | [ f(z)dz = Jim [ f(z)dz | En 400 12
fi(—ocob] 5 R [N,b], VN < b [°_f(z)dz = lim [y f(z)dz | En —oo 12

N——oo

f:(a,b] >R @, b], Vo € (a, b P f(z)dz = lim_ P f(z)da Fn a 9a
O —r (@

f:la,b) =R la, 8], VB € |a,b) f;f(m)dm = lim fﬂ f(z)dx En b 22
B—b—

Cualquier otro tipo de integral impropia se puede poner como suma de integrales de
estos cuatro tipos.



Ejemplo importante

1 1 . ) . oo —1 . .
o dy— ) o sia > —1 (C{?Iﬁ ergente) oy~ | arrsta< -1 (c?m ergente)
0 +o00, st @ < —1 (divergente) . +00, si a > —1 (divergente)

Veamos como se prueban estos resultados. Si a # —1, tenemos que

1 1 a+177=1 a+1 1 :
. . . T . 1—e€ ——, stla > —1
/ r*dz = lim / x“dz = lim [ } = lim — = { atl
0 € T

e— 0+ e—0+ |a+1 e—0+ a—+1 400, sta < —1
+oo M a+1 =M o+l —1 .
. ) ) x ) M —1 — . sta< —1
r*dr = lim r*dr = lim = lim = atl”
1 M—+oc Jq M—+oo |a+1] _, M=+ a+4+1 +o00, st a > —1
Los calculos cuando e« = —1 son mas simples. Concretamente,
1 g 1
T ) dx ) =1 .
— = lim — = lim [111 m}x_ = — lim Ine= 400
g & e—0+ /. T e—+ 0+ T=e e— 0+
T o0 dz M
T _ dz : =M :
— = lim — = lmm [1111’1 _; = Jm InM=-+oo.
1 T M—+oco [y xr M —+o0 = M —+o0

- 1 . . .
‘ f;x z%dx = fﬂ r*dx + fl—hxj z*dx siempre es divergente




Criterios de comparacion

Si las funciones f,g : [a,+*) — R son continuas y
0 <f(X) =g(x) cuando x — +, entonces:

+ 00
Ja

g (x) dx convergente = fa+ > f(x)dx convergente,

. fa+ °° f(x)dx divergente = fa+ > f(x)dx divergente.

» ldemsi f,g:(—,b] = R son continuas y 0 <f (x) <g(x) cuando x — —,
» ldemsi f,g:(a b] — R son continuas y 0 <f (x) <g(x) cuando x — a*.

» ldemsi f,g:[a,b) » R son continuas y 0 <f (x) <g(x) cuando x — b~.



Criterios del cociente

Seanf,g:[a,+~) - R funciones continuas,

positivas cuando X — +

existe L = lim,_, +« f(—x).
g(x)

*Si L = 0, entonces: f;oo g (x) dx convergente = f:oo f(x)dx convergente
*Si L = +, entonces: f;oo g (x)dx divergente = f;oo f(x)dx divergente

: + +
*Si 0 < L < +, entonces: fa > g (x) dx convergente < fa > f(x)dx convergente

> [dem si fyg: (=00, bl = R son continuas, positivas cuando r — —oo y 3L = lim, 5 %
> [dem si fyg:(a,b] = R son continuas, positivas cuando r — a™ y 3L = lim,_, .+ f(x)/g(x).

Idem si f,g:[a,b) = R son continuas, positivas cuando © — b~ y 3L =lim,_,,— f(z)/g(z).



Integrales absolutamente convergentes

Una integral impropia de una funcion f(x) es absolutamente convergente si
la correspondiente integral impropia de la funcion positiva | f(x)| es convergente.

Teorema. Toda integral impropia absolutamente convergente es convergente.

Observacion. El reciproco en general no es cierto.

Ejemplo: la integral foﬂ’o ek es convergente

pero no absolutamente convergente.

Integral de Dirichlet




