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Funciones

Limites
Continuidad

Transparencias de Carmen Hernando siguiendo los apuntes de la asignatura de Calculo I.



Funciones: Imagen, Dominio y Recorrido

Sea f : Df C R— R una funcion de una variable real. Entonces:

« Df = {x €R : f esta definida en x} es el dominio de f.

+ Y= f(x) es la imagen de un punto x € D por f.

+ Rf={y €R : dx & Dy tal que y= f(x)} es el rango o recorrido de f.

- f(X)={y R :dxeX tal que y= f(x)} es la imagen de un conjunto X C Dy por f.
- fI(Y)={x €R : f(x) € Y} es la antiimagen de un conjunto Y C Ry por f.
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Imagen de X = [7/2,17/4] y anti-imagen de Y = [1,5/2] por una funcion f.



Funciones: Composicion

Sean f : Df CR - Ryg:Dg C R — R dos funciones de una variable real.

Entonces, la composicion go f : Dg.f C R — R es la funcion dada por

(g o f)(x) = g(f(x).

Es decir, primero se calcula f(x) (imagen de x por f),

y luego g(f{x)) (imagen de f(x) por g) .
El dominio de la composicion es
Dg.f = {x €R:x €Dy, f(x) €Dg}.

Observacién. La composicion no es una operacion conmutativa: go f # f o g.




Funciones: Inversa

Sea f : X — Y una funcion de una variable real: X, Y C R. Diremos que f es:

- Inyectiva cuando no existan dos puntos diferentes de X con la misma imagen;
- Exhaustiva cuando f(X) = Y;

- Biyectiva cuando sea inyectiva y exhaustiva simultaneamente.

Sif:X CR— Resinyectivay Y = f(X) eslaimagende X por f = f:X — Y es biyectiva

y existe una tmnica funciéon f~! : Y C R — R, denominada inversa de f, tal que| f(x)= ye<x=f"1(y)

La inversa cumple: - (f! o f)(x) = x para toda x € X

-y (fof N(y) = yparatoday €Y.

Esdecir, en términos de la composicion se verifica:

flof=1Id, foft =1Id.



Funciones elementales simples

Las funciones elementales simples son:

* las constantes: k€R;
- laspotencias: x* conneENox%cona+0yx > 0;
 las exponenciales: e*y a* (= e*'na) con a > 0;
 loslogaritmos: Inx y log,x con a > 0;
* las trigonomeétricas: senx, cosx, tanx = SILx

y Sus inversas: arcsen x, arccos x, arctan x
 las hiperbdlicas: senh x, cosh x, tanh x

y sus inversas argsenh x, argcosh x, argtanh x.



Funciones elementales simples

« Jas constantes:
| #x)=a f

constante

 las potencias:

f(x) = x*
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Funciones elementales simples

 las exponenciales: v

L\X f(x) = a*
) =17) vy fx) =

. fix) = log, x
* loslogaritmos:




Funciones elementales simples

* las trigonométricas:




Funciones elementales simples

* las hiperbdlicas:

f)]

cosh(x)
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Ssinhx =
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2 1 i 2 3
-1 -
-2 -
-3 4
-4 -




Funciones elementales

Las funciones elementales son las combinaciones finitas de funciones elementales simples
mediante sumas, restas, productos, cocientes y composiciones.

Ejemplos:

los polinomios

1 1 1

sec x = cotan x =
sen x’ cosx '’ tan x

Las funciones cosec x =
f(x) = x¥

. 1+2%
F(x) = exp (/1+cos x + Sllfrllhxx ) (2 + x+ 1)1 — cosh[arctan[ oo ]]




Funciones NO elementales

—x, silax <0

Ejemplos:
« Lafuncion valor absoluto  |z| = {

€T, siax >0

., 2 = 2 f@) = el
 La funcidn error erf(z) = NG fo e " dt

4 o« o 0 . Si :I-. 6 Yli )= £
e La funcion de Dirichlet D(x) = " Q , | —

1. de lo contrario —
 La funcién parte entera E(r)=max{n € Z:n <z} -
_13 Sl £z < 0 "'\ flx) = sgn(x)

- La funcién signo segn(r)=4¢ 0, siz=0 I

1. siz>0




Limites: Definiciones

Iimf(x)=Le[Ve>0,36=6(e)>0talque 0<|x—cl <6= |f(x) — L| <€]

X—C

“L es el limite de f(x) cuando x tiende a ¢ siy solo si
f(x) esta cerca de L cuando x esta cerca (pero no es igual) de ¢’

Ejemplo: y

lim f(x) = 3.5

X—2




Limites: possibles situaciones

Hay 15 situaciones posibles:

lim f(%) = ®
X—x
(CeR )
c+ LeR
= ® =4 +oo
+00
— 00

\. —CO \



Limites: todos los casos

Las cinco formas en que podemos mover x :

Limite Normal Lateral izquierdo| Lateral derecho | A menos infinito| A mas infinito
Simbolo lim () =@ lim f(x) =® lim f(x) =® Iim f(x)=® Iim f(x)=®
: X—C X—C" X—C* X— =0 X—+00
f definida en ce(a b) (a, © (c, b) (—o0, b) (a, )
la “distancia” x—1cl <6 c—8<x<c c<x<c+6 x<—N x>N

Los tres posibles “valores” que puede tomar el limite:

Valor del limite

Finito

Simbolo

el “error”

X—%

lim f(x) = L €R

f(x)—L| <¢

Menos infinito Mas infinito
‘ = — Iim f(x) = +00
im[= e | BT -
fl) <-M fx)>M

Si no se toma ninguno
de estos valores, decimos
que el limite no existe




Limites: ejemplo

Otro ejemplo:

limf(x)=LER & [Ve>0,AN=N()>0talque x> N = |f(x) — L| <¢]

X— +00

S(@) =200 g

lim f(x) = 4

X— +00




Limites, limites laterales, asintotas

Observaciones:

» El calculo de un limite de la forma x — ¢ se puede reducir al calculo de los dos
limites laterales x — c¢*, pues

Iim f(x) = *< lim f(x) = *= lim f(x).

X—C X—C~ X—C*

Si alguno de los dos limites laterales x — c* no existe o ambos limites laterales
existen pero no coinciden, entonces el limite x — ¢ no existe.

> f tiene una asintota vertical en x = ¢ cuando ambos limites laterales lim,_ .+ f (x)
toman un valor infinito, sin importar ni el signo del infinito ni que coincidan ambos
limites laterales.

» Y diremos que f tiene una asintota vertical por la derecha (respectivamente, por la
izquierda) en x = c cuando el limite lateral por la derecha (respectivamente, por la
izquierda) toma un valor infinito.



Limites finitos y operaciones

X—%

Silimf(x)=F y)l(im g (x) = G, entonces: > lim (k- f(x) = kF,
—>% X—x
> lim (f(x) £ g(x)) = F£ G,
X—%
> lim (F (- g(x) = F - G,
X—x

> lim (f(x)"=F"
X—%
Si ademas lim f(x) = F # 0, entonces: » lim (g(x) /f(x)) = G/F,
X—%

> lim (F9P = 76



Limites y operaciones

Las siguientes situaciones también estan determinadas :

L+ o0 =+00

2

=0, = sil#0 L-(+o)= {:

o, si L>0 0, si L>0 log(+00) = +00,
OOL= { ) OL= oo L=

0, si L<0 00, si L<0 log(0*) = —oo,

0, si0<L<1 +o00, si0<L<1
L+OO={ [-® = 1 ={ , 0+oo=0

+00, s1 L>1 400 0, si L>1



Limites: indeterminaciones

olo

% 0- + 00— 00 1 0o 000

Todas ellas son equivalentes.

Veamos dos formas de resolver indeterminaciones del tipo 0/0:

. . 3_ . — 1) (22 1 ) ‘

e Cancelacion: lim L=t = lim (el Lt L — lim (22 +2+1) = 3.
r—1 T rx—1 L r—1

) : . \/ —1 . ve+1l—1 /ox+1+1 r+1—1 1

e Racionalizacion: lim 1+ — lim — lim — lim — = =.

x—0 = x—0 & vVao+1+4+1 r—0 T(Vo+1+1) x—0 \,x—l— +l 2




Limites: Teorema del bocadillo

Si tenemos tres funciones definidas en un entorno de un punto c tales que:

* h(x) < f(x) < g(x) para todo x = c (excepto, quizd, en x = c) %
/\\\/\

« dL = limy_c h(x) = limy_. g(x),

entonces limy_,c f(x) = L.

N

Si dos funciones verifican:
* h(x) <f(x)cuando x = c,
o limy_c h(x) = +o0,

entonces limy_.¢ f(x) = +oo0.

Si dos funciones verifican:
* f(x) es una funcién acotada,
* g(x)esunafuncion que tiende a cero,

entonces limy_. f{x)-g(x) =0,




Limites destacados

1—Ccosx_1

lim SILX — 4 lim >

senz <z < tanzx

T 1 senx
1< < — 12> > cosT
senr ~ COST x
1 —cosx 1 —cosx 1+ cosxz . 1 —cos?xr . sin )\ 2 1 1
lim ——— = lim : = lim = lim = —
N z—=0 22  14cosx a—022(1+cosz) =0\ = 1 +cosx 2
In(1 + x)
lim =1 lim (1 +2)/" =e¢
z—0 €T z—0

x—0 x—0 T x—0 T

lim (1 4+ 2)'/® = lim exp lln(l +$)] = exp {lim In(1 +3;)] = e



Continuidad: Definiciones

Sea f : U — R una funcion definida en un entorno de un punto ¢ € R; entonces:

f escontinuaenc < dlimy.cf(x) = f(c)

f:(a, b) = R es continua en (a, b) & f es continua en c, Vc € (a, b)

— f es continua en (a, b),

f:la, b] = R es continua en [a, b] & < dlimy_ .+ f(x) = f(a)
_ dlim,_,— f(x) = f(b)

f:lc, b)— R es continua en c por la derecha << dlim,_ .+ f(x)=f(c)

f:(a,c]— R es continua en c por la izquierda < dlim,_ - f(x) = f(c)



Continuidad: operaciones

St g es una funcion continua en L
ylime.cf() = L

} = limy. g(f(x) = g (limy_c f(x)) = g(L)

= fygsoncontinuasencyke€R => k-f,fxg,f-gyf/gsig(c)+ 0son continuas en c

= fescontinuaen c

} — go fescontinuaen c

g es continua en f(c)

- fescontinua en ¢

} = f -1 es continua en f(c)

f es invertible en un entorno de c

Las funciones elementales simples son continuas = Todas las funciones elementales son simples



Discontinuidades

Si una funcion f definida en un entorno de un punto ¢ € R no es continua en ¢, entonces la
discontinuidad es:

Evitable cuando limy_. f (x) existe, pero su valor no coincide con f(c).
En tal caso, podemos conseguir que f sea continua en ¢ simplemente redefiniendo
f(o) := limy_ f(x).
De salto cuando ambos limites laterales lim,_, .+ f(x) existen, pero sus valores no coinciden
De segunda especie cuando alguno de los limites laterales es = o0 0 no existe.

i) A A

Jixa) i y = sen G)
FAN W
R §

discontinuidad evitable  discontinuidad de salto discontinuidad de segunda especie




Resultados sobre continuidad

Teorema (Valor intermedio).
Si f es una funcioén continua en el intervalo cerrado [a, bl y f(a) #f(b),
entonces f toma todos los valores entre f(a) y f(b)

r Si f(a) < f(b), Vue (f(a), f(b)), dc€ (a, b): f(c)=u

feontinuaen |a, bly f(a) #f(b) = < Si f(a) > f(b), Yue (f(b), f(a)), IcE€ (a, b): f(c)=u

f(b)

f(&)




Resultados sobre continuidad

Teorema (Bolzano)
Si f es continua en el intervalo cerrado [a, bl y f(a) - f(b) < 0,

entonces [ tiene al menos un cero en el intervalo abierto (a, b).

f continua enla, bly f(a) - f(b) < 0= dce (a, b) tal que f(c) =0

fla);

£(b);

Corolario. Todo polinomio de grado impar tiene al menos una raiz real.



Meétodo de biseccion

Queremos obtener aproximaciones de algtin cerode f | Sea f continuaen[a,blyf(a)-f(d) <0
con tanta precision como deseemos. =3c € (a, b) tal que f(c) = 0.

Supongamos f(a)>0 y f{lb)<0 y
f(a)
Procedemos asi:
Consideramos p el punto mediodeay b
Evaluamos f en p. Si f(p)>0 nos quedamos con [p, b].
Si f(p)<0 nos quedamos con [a, p].
Y asi sucesivamente.




Meétodo de biseccion

Queremos obtener aproximaciones de algtin cerode f | Sea f continuaen[a,blyf(a)-f(d) <0
con tanta precision como deseemos. =3c € (a, b) tal que f(c) = 0.

}I

Supongamos f(a)>0 y f{lb)<0

f(a)
Procedemos asi:
Consideramos p el punto mediodeay b s
Evaluamos f en p. Si f(p)>0 nos quedamos con [p, b].
Si f(p)<0 nos quedamos con [a, p]. \
Y asi sucesivamente. . Bl W >
0 ' y
¢Cuantos pasos necesitamos para conseguir una precision E? o F(b)
l
b—a b—a In((b—a)/e) !
<es 2" > Snn2>In((b—a)/e) &n >
St ceer s Itz ((-0/) > S
Para calcular un cero con p decimales correctos, necesitamos la precision E= 107P. |

Si[a, bl=[0,1]y E= 10°> = n > In(10°)/In2 ~ 16.61 = necesitamos 17 pasos.



