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Presentacio

Aquests apunts que presentem s han elaborat per a unes practiques anomenades “Ta-
ller de Matematiques”, que sbn comunes a les assignatures Algebra Lineal i Calcul | de
primer curs delsgrausde |’ Escola Técnica Superior d Enginyerialndustrial de Barcelona
(ETSEIB). L' objectiu és introduir un conjunt d' eines informati ques que permetin donar
solucions numeériques a problemes que sorgeixen en aquestes assignatures. Entre altres
coses, es vol que els alumnes siguin capacos de fer calculs elementals amb matrius i
vectors, representar i definir funcions, estudiar-ne els zeros, calcular integrals...

Es evident que fer unes practiques en abstracte no tindria cap sentit i, per tant, cal triar
un programari que ens permeti dur-les a terme de forma eficient. Hi ha forca paguets
gue reuneixen unes caracteristiques adequades, tant Iliures i gratuits (Python, Octave,
Scilab) com propietarisi de pagament (Matlab).

En aquestes practiques, hem decidit usar el llenguatge que comparteixen els pagquets
Matlab i Octave, quetenen un ismolt estésen |’ enginyeria. Detota manera, hem volgut
centrar-nos en €l's procediments que seguim per a |’ estudi de problemes, més enlla de
les eines que cadascuna de les plataformes ens ofereixi. Finalment, hem inclos un petit
apendix per poder seguir en Python el quefem enMatlab/Octave.

Referéncies: Per al’ elaboraci6 d' aquests apunts hem utilitzat material diversque el De-
partament de Matematica Aplicadal delaUniversitat Politécnicade Catal unya ha produit
al llarg dels anys, com son els apunts de Toni Susin [[17,[18] i de Jaume Amorés[[1]. Tam-
bé hem usat el's apunts de Guillem Borrell [2] i els desenvolupats ala UPM [4]. Quant
asllibres, tot i que queden fora de I’ abast del curs, hem seguit els de Quarteroni i Saleri
[16] i €l de Moler [14].

Agraiments. Vull agrair a les persones segiients, que han aportat millores a aguests
apunts: David Alonso, Jaume Amorés, Inma Baldom4, Marc Camara, Marta Casane-
Ilas, Joan Cirera, Amadeu Del shams, Humildad Escorihuela, Josep Ferrer, Tomas L ézaro,
José Vicente Mandé, Maria Rosa Massa, Marta Pefia, Rafael Ramirez Ros, Fatima Ro-
mero, Germén Sanchez, Toni Susin i Marta Valéncia. Vull fer extensiu |’ agraiment a tot
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el Departament de Matematica Aplicadal pel suport que m’ han donat en I’ elaboracio de
les practiquesi d' aguests apunts.

Errata i material complementari: A |’ adreca web www.mal.upc.edu/~jpuig/taller
trobareu material addicional per aguests apunts, com també elscodisenMatlab, Octave
i Python que podreu descarregar. Si hi trobeu errors o teniu suggeréncies de millora per
aquests apunts, podeu usar també aquesta web per posar-vos en contacte amb mi.


www.ma1.upc.edu/~jpuig/taller







Practica 1: Matlab/Octave com a calculadora cientifica %

Matlab/Octave com a
calculadora cientifica

En aquesta primera practica, ens familiaritzarem amb €l Matlab i Octave, i € seu Us
com a substitut de la calculadora cientifica. En primer lloc, ens aproximarem als entorns
detreball de les dues plataformes, i després en coneixerem |’ s més basic.

1.1. Matlab, Octave... Que és aixo?

En aquestes practiques, usem indistintament Matlab i Octave, que SOn dos pagquets per
a calcul cientific i analisi de resultats ampliament usats en enginyeria. Tot i que son
diferents, ambdds programes usen un conjunt d’ordres molt similar i que, en aquestes
practiques, hem intentat que sigui maximament compatible. Es per aixd que ens referi-
rem aMatlab/Octave per parlar d’aguest llenguatge comi aMatlab i aOctave O per
referir-nos indistintament als dos paquets.

1.1.1 Que és el Matlab i com el podem usar

El Matlab [13] és un paquet comercial molt usat en enginyeria per a realitzar calculs
cientificsi visualitzacié de dades que desenvolupa I’ empresa MathWorks. Esta especial-
ment optimitzat per ales operacions matricialsi d' agui ve el seu nom, que ésun acronim
de Matrix Laboratory.

Per poder usar €l Matlab, haurem d'anar ales aules d’ informéticaaon estigui instal -lat.
Concretament, a les aules informatiques de I'ETSEIB, en podem usar les versions 6.5
i 7.3 en MS/Windows i la 7.6 en GNU/Linux. Podem usar-les indistintament per a que
farem (per fer aquests apunts, hem usat la versid 7.3 en GNU/Linux). Podem executar-
lostant en MS/Windows com en GNU/Linux, através dels mends d'inici de“ Programari
Docencia” — “Departament de Matematica Aplicadal” — “Taller de Matematiques’.

En iniciar-los, ens apareixera una pantalla inicial com la que es mostra a la figura 1.1,
gue conté tres elements importants:

13
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Fig. 1.1

Superior: Finestra d'inici
del Matlab 7.3 en

MS Windows, amb el
directori de treball
(current directory), el
registre d'instruccions
(command history) i la
finestra d'instruccions
(command window).
Inferior: El mateix per al
Matlab 7.5 en
GNU/Linux.

Fle Edit Debug Desktop Window Help

D & Ml o oWl 8|7 cnrenoreoy crem

Shortauts (2] How to Add (7] What's New

Current Directory - C:\Temp - x
R
TR o = e = This 13 & Classroom License for instructional use only.
T v R T e Ressarch and commercial use is prohibited.
To get started, select NATLAD Hely or Dewos from the Help memu.
> a2
as
B
e =
1z s a4 s s 7 8 3 1
[S—
£ m I il -
Current Directory | Warkspace| Columns 1 through o
Command History 2 x
o o p— 0.5403  -0.4161 -0.9900 -0.6536  0.2837  0.9602  0.7539  -0.1455  -0.9111
Colum 10
08391
Sefuncio(x)
>5 cait 'funcio.m’
>> funcio (x)
ans =
Colums 1 througn 9
0.5403  -0.6536 -0.9111 -0.9577  0.881z  -0.1z80  0.3005  0.3913  0.77s7
Cotum 10
0.8623
>
car S

MATIAB) 7:5:0 (R2007D))

File Edit Debug Deskiop Window Help

DA mB 9 o @2 | e | curent Directory. [ doce

nt/curs 10 /taller

@

Shortcuts (7] How to Add 7] What's New

Current Directory L =50 S L TKSpace
= ‘ B - @ Mew to MATLAB? Watch this Video, see Demos, or read Cetling Started x
[anFiles & [Tvpe [size |pate Modified [pescript
) bisection.m M-file 2KB 08/07/10 15:18 BISECTI This is a Classroon License for instructional use only.
Flestadisiques.m  M-file 1KB 02/07/10 17:06 | Research and commercial use is prohibited.
&) fibonacci.m M-file 1KB 08/07/10 16:39 >> diary('registre.n') : ;
) funcio.m M_file 1K 08/07/10 12:04 >> diary('registre.n') % els resultats s'escriuran a registre.n
A funcioz.m M-file 1KE 02/07/10 1715 >> diary on % a partir d'ara escriurem conandes i resultats.
iteracio.m M-file 1KB 08/07/10 16:35 e g
registre,m M-file 1KB 20/07/10 13:31 ans -
signe.m M-file 1KB 08/07/10 17:03 funcio
] sucfibonacei.m M-file 1KB 08/07/10 16146 Retorna 4
>» x=0:0.1:1;
>> diary off
>> 242
ans =
4
>> diary('registre.n') % els resultats s'escriuran a registre.n
>> diary on % a partir d'ara escriurem conandes i resultats.
>> 242
i [ [¥]/|ans =
Command History wnoa x 4
sun (espriner) =
ans
168

diary(' registre.n')

| -sun(espriner)
B-%-- 20/07/10 13:20 -
diary('registre.n')
diary(' registre.n') % els
diary on % a partir d'ara
242

resultats s'escriuran a registre
escriurem comandes i resultats.

x=0:0.1:1;

diary off

242

diary('registre.n') % els
diary on % a partir d'ara
242

x=0:0.1:1;

diary off

cos(pi)

resultats s'escriuran a registre|
escriuren comandes i resultats.

>> cos(pi)

ans =
-1

>> en {\textrr{MS Windows}}
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Fig. 1.2
Flo cok Debug Deskiop wWindon e Superior: Finestra de

B dibuix de Matlab 7.3 en
Insert Tools Desiiop Window Help — MS Windows.
g © EEILES Inferior: Finestra d'ajuda
ot de Matlab 7.3 en MS
Windows. Hi podem
accedir a través de
I'ordre helpwin.

Shortcuts (2] How to Add

Edt View

Workspace
=)

ctl+s

Generate.

¥ Import Data. .«
Save Workspate As.

Preferences. .

Export Setup.

Print Preview,

Print. kP
uaF

02

02 i 4
= \
Command History \
&4-- 12/07/10 1} 04 Y 4 -0.9111
boamz
\
06 \ i
| funcio(x) &
Seplot (x, 7, ' o o8} N Y 1
Yy
4 | Y | I | ! | |
1 2 3 1 5 6 7 [} 9 o
0.7767
Colunn 10
0.8623

>> plotix,y, o--']
>>

Start o

ama de maripul.., ) Figure 1

.- MATLAB 7.3.0 (R2006b)
File Edit Debug Desktop ‘indow Help
DE| & RlBw o | W 8| 2| aretoreoy:

Shortcuts (2] How to Add (2] What's New

o[}

Workspace 2 x | |Command Window ”
WHERS 8 -

Nar

3%

Stact If you do not specify & marker type, PLOT uses no marker.

Fie Edt View G0 Favortes Deskiop Window Help

ﬁ Help Navigator BT EIErT .
Search for: || S| 50| s | wFie Help: plot
Example: "piot tools” OF. plot* tools
—— plot Goto online doc for plat Default Topi
Contents | Index | Search Results| Demos
Begin Here ol ol
& Release Notes
& Installation plot Linear plot.
& MATLAB plot (X, ¥) plots vector ¥ versus vector X. If X or ¥ is & matrix, i
then the vestor is plotted versus the rows or columns of the matrix, =
) CottingiSiaEd whichever line up. If X is = scalar and ¥ is a vector, disconnected
- Examples Line ob.
ine chjects are created and plotted s diserete points vertically at
Desktop Taols and Developme 2
Mathematics
Data Analysis Plot(Y) plots the colums of Y versus their index. L
e If ¥ is conplex, plot(¥) is equivalent to plot(real(Y),imag(?)).
s In all other uses of plot, the imaginary part is ignored.
Curl R Various line types, plot symbols and colors may be obtained with rid,

Data Exploration Tools &
£ Annotating Graphs

plot (%, ¥,8) vhere S is a cheracter string made from one element

o frow any or all the following 9 colwms:
= -Basic Plolting Commands e TTEREES)
Creating Specialized Plts b blue . poim - souia
Displaying BitMapped Images s oreen o eircle : aotcea
Printing and Exporting r  rea X xemark I, assndot
Hanle Grephics Objects § B B )
Figure Properties a {mongt
¥ yellow s suare
Axes Properties I black a aianond
i§ Examples v triangle (down)
3D Visualization * triengle (up)
Creating Graphical User Interfa < triangle (lefy)
Functions - By Category > triangle [right)
Functions - Alphabatical List » pestagran
1) i I 3 n hexagram

TETT TIorr e T
help edvttree/plot.m

Reference page in Help browser
doc plot

>» helpwin plot
>> helpwin ploc

] i

tart] matlabihelp rwstres{plat.m
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- Lafinestrad’instruccions (command window), també anomenada consolao liniad’ or-
dres, que és a on anirem escrivint les instruccions.

- Lafinestra del directori de treball (current directory), que indica a quin directori es-
tem treballant. Es molt important que, per comencar, ens situem en un directori a on
tinguem permis d’ escriptura. Aquest ha de ser sempre el primer pas que fem en enge-
gar. Podem commutar-laamb |’ espai de treball (workspace), que ens permetra editar
i visualitzar les variables que representem, a través de la pestanya que apareix a baix.

- El registre d’instruccions (command history) on ens apareixeran les ordres que hem
anat executant.

En casdefer dibuixos, com veurem ala practica 3, ens apareixeraunanovafinestra, com
ladelafigura 1.2. Per executar lafinestra d’ gjuda, que és molt completa, podem anar a
I"element he1p del mend, prémer lateclar1 o bé teclgjar ne1pwin alaconsolad ordres.

1.1.2 Matlab i Octave

Com hem dit, Mat1lab és un programa de pagament i, per tant, no el podeu usar lliure-
ment a casa, com tampoc no podeu modificar-lo ni adaptar-lo a les vostres necessitats.
De tota manera, tot €l que farem en aguestes practiques es pot fer igualment amb €l pa-
guet Octave [[19], que és molt compatible amb el programaMatlab (en particular, ho
ésen e quefarem). El paquet Octave disposa, amés, d' unagran llista de paquets opci-
onals per adur aterme molts calculsi analisis de dades que podeu necessitar en el futur.
Octave ésdecodi lliurei mantingut per la comunitat de desenvolupadors, sota €l's aus-
picis del projecte GNU. En aquests apunts utilitzem laversié d’' Octave 3.4 0 superior,
gueincorporaforga novetats respecte les anteriors. El paguet Octave es pot descarregar
gratuitament des de la seva web [[19], on també trobareu manuals i més informacio. Hi
haversions per aMS/Windows, GNU/Linux i 0SX que us podeu baixar d' aquesta web.

Quan engegueu I’ Octave per primer cop, veureu que, detoteslesfinestres que apareixen
en Matlab, aqui homés hi halaliniad ordres, através de la qual anirem introduint les
ordres (veieu lafigura1.3).

1.2. Us com a calculadora cientifica

1.2.1 Consola d’ordres

A laconsolad’ ordres es poden efectuar tota una série d’ operacions. Per exemple, podem
escriure lainstruccio

| >> 2+2
i prémer la tecla Retorn perqué ens surti el resultat desitjat (4, en aguest cas)
| ans = 4

Amb vista a facilitar les operacions, la interficie de Matlab/Octave té les dreceres
seglents:

- Podeu eshorrar i moure-us per la linia amb les tecles de desplacament, retrocés i su-
pressio.

16
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Fig. 1.3
GNU 0ot 3.2.4 S Superior: Sessi6
ctave. version h
Copyright (C> 2882 John Y. Eaton and others. dQctave en MS
This is free software; see the .,ol.u'ce code for Windows.
There is ABSOLUTELY NO WARRANT even for Inferior: Sessi6
[FITHNESES FOR A PARTICULAR PURPOSE. Fm- details nterior: Sessio )
d'Octave en GNU/Linux.

Octave was configured for "iGB6—pc—minguw32™.
fidditional information about Octave is availah]

Please contribute if you find this software useg
For more information, wisit http:-/swww.octave.d

Report bugs to <{bugBoctave.org? C(hut first. ple
http: - /uwww.octave.org-sbugs . html to learn how tg

[For information about changes from previous vey

4
B8.1:18; y=cos (x>; plot{x.y>

‘funcio.m
'funcio.m’

B C:\Octave\3.2.4_gcc-4.4.0\binYfuncio.m - Notepa...
Flle Edit Search Wiew Encoding Language Settings Macro  Run
TextFx  Pluging ‘window 7

PREER = e @ |4 M 2 i %
=] funcioml

|%|fu.nctlnn v = funcio (x)
y=cos{x) ;
endfunction

funcio.m {(~) - gedit L)) (x]]

Fitxer Edita \Visualitza Cerca Eines Documents Ajuda

<3 Aplicacions Llocs sistera @ €9 fﬁ@ﬂ @
£

obre v [pesa (5 Desfés ~

[ funcio.m 3¢

function y=funcio(x)

: y=cos (x);
annaquim@aljibe: ~
Ftxer Edita Visualitza Terminal Ajuda
GNU Octave, version 3.0.5
. (5]
Copyright (c) 2008 John . Eaton and others. | Fre d SIEIE)
This is free software; see the source code for copying conditions. HleuHaaaq 3 ?
There is ABSOLUTELY NO WARRANTY; not even for MERCHANTABILITY or
FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. For details, type “warranty'. 1 N ) N
N\ / N
Octave was configured for "i486-pc-linux-gnu'. \
A\ /’
Additional information about Octave is available at http://www.octave ‘\\ /
0s |- A .
Please contribute if you find this software useful. \ /
For more information, visit http://www.octave.org/help-wanted.html \ /
\
/
Report bugs to <bug@ctave.org> (but first, please read \ /
http: //www.octave.org/bugs.html to learn how to write a helpful repor A /
ol / \ 1
For information about changes from previous versions, type “news'. / A
/ \
/ \
>> x=0:0.1:10; y=cos(x); / \
== plot(x,y) / \
== edit 'funcio.m' \ / \
05| \ 1
=[] \ / \
\\ ’,’ ‘\
\ /’ \
\ / \ /
El I NS . I N S
o 2 a 6 8 10
-0.688406, 0962477
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- Lafletxa cap amunt recuperales ordres anteriors.

- El resultat s emmagatzema en la variable ans, com veurem més avall.

- Per accedir al’gjuda en linia, podem fer heip ans per exemple, a Octave S€'ns pro-
porcionarial’ gjuda seglient (en anglés):

>> help cos
-- Mapping Function: <cos (X)
Compute the cosine of each element of X.

cos is a built-in mapper function

Additional help for built-in functions and operators is
available in the on-line version of the manual. Use the command
“doc <topic>' to search the manual index.

Help and information about Octave is also available on the WWW
at http://www.octave.org and via the help@octave.org
mailing list.

mentre que aMatlab se'nsobriraunafinestraamb I’ gjudai exemples.

1.2.2 Expressions numeériques

Com éslogic, el Matlab/Octave permet efectuar les operacions que esperariem per a
una calculadora cientifica

>> (1+2%3+4°5-6)/(7%8) J*=producte, ~“=ezponent
ans = 18.304

>> format long / mostra amb precisio doble

>> (1+2%3+4°5-6)/(7*8) / parentesis importants
ans = 18.3035714285714

Observem el segiient:

- Tot €l que posem a partir del simbol # és un comentari i no s executa. Per evitar
problemes de compatibilitat, no escriurem accents en € codi ni en els comentaris.

- Podem copiar totes o algunes de les linies del codi i enganxar-les alalinia d ordres.
S'entendraque cadacanvi deliniaésel final d’ unainstruccio (el mateix que fer Retorn
alaliniad ordres).

- Elsdecimals es mostren amb un punt abaix i no pas amb una coma.

- Quans'iniciael Matlab/0Octave, laprecisio per defecte és short. Per mostrar tots els
decimals que usa el sistema, podem passar a la precisio estesa, fent format 1long (S
volem tornar aprecisié simple, fem format short).

- El simbol - represental’ exponenciacio i =, € producte, de maneraque laprimeralinia
és(1+2-3+4°—6)/(7-8). AMS/Windows, pot ser que hagueu de prémer el simbol
~ dos cops perque aparegui.

La majoria de funcions matemati ques basiques vénen expressades per les seves notaci-
ons naturals (en anglés). Les instruccions seglients serviran d’ exemple:

18
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>> cos(pi/3) /pi es pi, cos es el cosinus
ans =
0.500000000000000
>> exp(1) / ezp() funcio ezponencial, ezp (1) el num. e
ans =
2.718281828459046
>> log(exp(1)) / log() es el logaritme neperia
ans =
1
>> sqrt(4) 7/ sqrt() és l'arrel quadrada
ans =
2
>> 1ogl0(10) / log10() es el logaritme en base 10
ans =
1
>> power (10,1l0og10(2)) / power(a,b) es a~b
ans =
2.000000000000000

Esimportant notar el segiient:

- Encara que amb la notacié habitual de matematiques no escrivim els punts del pro-
ducte, en Matlab/0ctave Si que ho hem defer através del’ operador . Podeu veure
que, s fem 2 3, donara un error i no passis.

- Lesordressin(), cos(), 1og(), 1og10(), sqrt () SON funcions del Matlab/Octave i per
cridar-les el's heu de passar | argument entre paréntesis. Per exemple, cos (0) és cos0.
Els paréntesis son imprescindibles. Observeu que el simbol per a logaritme natural o
neperiaés 10g(), per a logaritme en base 2 és10g2() i per al logaritme en base 10 és
1og10(). El simbol sqrt() correspon al’arrel quadrada (de I’ anglés square root). Per
calcular &, I’ exponencial, usarem I’ ordre exp (). A |’ esquemadel final delapracticahi
ha unareferéncia entre les funcions més habitualsi el seu valor en Matlab/Octave.

- En canvi, I’ordre pi és una variable interna que conté una aproximacio del valor de
7T =~ 3.14159265358979. El nombre e no és una variable del Matlab (proveu de fer
e~2) perd si que ho ésdel’0Octave (proveu de fer el mateix).

- A Matlab/Octave, € resultat de la divisio entre dos nombres enters amb divisié no
exacta, per exemple 2/3, és sempre |’ aproximacio en tipus doblei no pas el resultat de
ladivisio sencera, zero en aquest cas.

Com aexercici, podeu calcular I’ expressi6 seglient, tot convertint-laaexpressio de Mat -
lab/Octave:

(sing +2cosn —In(€?) + \/E) log, 4.

1.2.3 Precisio de la maquina, avisos i errors

Lainstruccio segiient

>> log2(2)+log(exp(1))+sin(pi/2)+sqrt (1)+4*xatan(1)/pi+logl0(10)
ans = 6
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mostra el resultat de |’ operacié
. 4arctanl
I0g22+loge1+smg +V1+ — +log,,10=6

Observem que, en aquest resultat, ens el mostra de manera exacta com a s (no com a
6.000000), ja que concorda amb la precisid interna de la maquina. Arribats en aquest
punt, és interessant poder representar nombres molt grans o molt petits en notacio cien-
tifica, mitjancant la qual un nimero de laforma a.b- 10° S'escriu com a.vec AiXi, per
expressar 52000000, escriuriem 5.2¢7 0 lallista seglient d’ exemples:

5.2e7 / resultat= 52000000

1e2 / el mateiz que 100

1e10 / un 1 4 10 zeros= 10000000000

le-2 / el mateixz que 0.01

1e-10 / es el mateiz que 0.0000000001

1.52e-2 / 0.0152

0.000152e2 / una manera complicada d'escriure el mateiz
15.2e-4 / manera complicada bis

Internament, es treballa amb una certa precisié (anomenada épsilon de la maguina ¢),
gue podem conéixer através del’ ordre eps

>> eps
ans = 2.22044604925031e-16

i que ens pot donar resultats [leugerament diferents, depenent de si usem Matlab O
Octave. Aix0 comporta que € resultat de I’ operacié seglient:

>> 1+1e-17
ans = 1

no sigui 1+ 107* sind 1 perque la diferéncia entre els dos valors és més gran que
I’épsilon de la maguina. Tampoc no és possible representar valors superiors as que
ens indiquin la constant del sistema realmax.

>> realmax

ans = 1.79769313486232e+308
>> 1e309
ans = Inf

Una altra constant interessant és la que ens indica realmin, que representa el menor
nombre positiu que es pot representar amb tots els decimals amb que estreballa. Vegem-
ho

>> realmin / menor nombre positiu representable ezactament
ans = 2.22507385850720e-308

>> realmin/10 / podem dividir per 10 pero perdem decimals
ans = 2.22507385850720e-309
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>> realmin/100 / idem

ans = 2.22507385850720e-310
>> realmin*le-16 / per la maquina aiTo es zerTo.
ans = 0

Abans hem vist que, en fer 1e309, ens ha donat com a resultat Inf i No pas un valor
numeric. Altres maneres de produir resultats no numerics son dividint per zero, cosaque
ens donara un warning O avis,

>> 1/0
warning: division by =zero
ans = Inf

0 bé aplicant funcions en valors fora del seu domini

>> log(0)
ans = -Inf

Un dtretipus d’ avis ens apareix quan fem operacions del tipus 0/0 o similars

>> 0/0

warning: division by =zero
ans = NalN

>> 1/0 - 1/0

ans = NaN

en canvi, observeu ladiferéenciaamb

>> 1/0 + 1/0
ans = Inf

1.2.4 Nombres complexos

Com sabem, hi ha funcions que, tot i no tenir valor rea, tenen valor complex, com ara
v —4 = 2i. En aguest cas, Matlab/0ctave ensdonarael valor complex

>> sqrt (-3)

ans = 0.000000000000000 + 1.7320508075688771
>> sqrt (-4)

ans = 0 + 2i

>> log(-exp(4))

ans = 4.00000000000000 + 3.141592653589791

A part del simbol i, també és possible usar j com a unitat imaginaria. Tornarem als nom-
bres complexos més endavant, ala segona practica. Podem fer altres operacionsi calcular
€l modul d’un nombre complex i € seu argument, com també parts reals, imaginaries, o
conjugar-los:
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>> j°2
ans = -1
>> 2xangle(i)/pi X angle() ens dona l'argument d'un complez
ans = 1
>> abs(sqrt(2)+sqrt(2)*i) / abs ens dona el modul d'un complez
ans = 2
>> z=1+2%1
z =
1.0000 + 2.00001
>> real(z) / part real de z
ans =
1
>> imag(z) / part imaginaria de z
ans =
2
>> conj(z) / el conjugat de z, 1+21
ans =
1.0000 - 2.00001

1.2.5 Variables

Hem vist ja alguns exemples de variables del sistema, com ara pi, ans, Inf. ES molt
convenient poder definir variables nosaltres mateixos, per poder emmagatzemar valors
gue després usarem en altres calculs. A:

>> a=3.12
a =

3.1200
>> b=4

lavariable c contéel valor 7.12, que és el resultat delasuma. Si no volem que esmostrin
els resultats intermedis, podem acabar cada linia amb un punt i coma (;):

>> a=3.12;
>> b=4;
>> c=b+a

o béfinsi tot posar-los tots en una mateixalinia separats per punt i coma:

>> a=3.12; b=4; c=b+a
c =
7.1200

Molts cops voldrem sobreescriure e valor d’ una variable per un altre valor, potser actu-
alitzant un valor antic de lavariable:
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>> a=cos(a) / ara a wal I1=cos(0)

1

amb laqual cosa el valor inicia de a, que erao, passa a ser cos(0)=1 i, per tant, esborra
el valor inicial. Usant aixo i la fletxa cap amunt podem fer petites iteracions, com per
exemple:

>> a=0

a =20

>> a=cos (a)

a = 1

>> a=cos(a)

a = 0.540302305868140
>> a=cos (a)

a = 0.857553215846393
>> a=cos (a)

a = 0.654289790497779
>> a=cos (a)

a = 0.793480358742566
>> a=cos(a)

a = 0.701368773622757
>> a=cos(a)

a = 0.763959682900654
>> a=cos(a)

a = 0.722102425026708
>> a=cos (a)

a = 0.750417761763761
>> a=cos(a)

a = 0.731404042422510
>> a=cos (a)

a = 0.744237354900557
>> a=cos (a)

a = 0.735604740436347
>> a=cos (a)

a = 0.741425086610109

A lapractica 9, veurem maneres millors de fer aquestesiteracions.

En principi, també podem sobreescriure les variables del sistema, com per exemple fer
gue 7 sigui tres. Clarament, aixo no és molt bonaidea, com es veu a continuacio;

>> pi J aizo ens mostrara el valor de pi del sistema
ans =
3.141592653589793

>> cos(pi) / el resultat es -1
ans =

-1
>> pi=3 / redefinim pi
pi =

3
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>> cos(pi) / ja no es -1, sino -0.989992496600445
ans =
-0.989992496600445
>> clear pi / tornem pi al seu valor original.
>> pi
ans =
3.141592653589793

La darrera instruccid, ciear, és molt important ja que netgja el valor que li haguem
assignat a una variable i larestaura a valor original. En un moment de panic, sempre
podem fer ciear i Retorn i ensrestaurara el valor inicia de lavariable. Per exemple, en
Matlab,

>> a=0

a =20

>> clear / esborrem totes les wariables
>> a

??7? Undefined function or variable '

a'

ens retorna un error perque a No correspon a cap valor emmagatzemat a la nostra sessio.
Observem que els textos dels avisos d’ error poden diferir en Matlab 0 en Octave, pero
gue essencialment vénen a dir el mateix. Per exemple, € text d' aquest avis en Octave
seria

>> a=0

a =20

>> clear

>> a

error: “a' undefined near line 182 column 1

ens

1.3. Complements opcionals
1.3.1 Registre de la sessio amb diary()

L’ordre diary ens permet mantenir un registre de les ordres i els resultats que anem
obtenint, tant en Matlab com en Octave. Per exemple, si volem que ens guardi un
conjunt d'instruccions en un fitxer anomenat registre.txt, farem el seglent:

>> diary('registre.txt') / els resultats s'escriuran a registre.tzt
>> diary on / a partir d'ara escriurem ordres i resultats.
>> 2+2
ans =
4
>> log(1);
>> diary off
>> cos(pi)
ans =
-1
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i a fitxer registre.txt (que podem veure amb qualsevol editor de text) s hi haura escrit
el seglient:

diary on / a partir d'ara escriurem ordres i resultats.
2+2
ans =
4
log(1);
diary off

Observem que € fitxer conté tant les instruccions com els resultats (i, per tant, no és
només un conjunt d’ordres en Matlab/Octave). A més, cal anar amb compte de no
usar-laindiscriminadament perqué ens podriem quedar sense espai al disc.

1.4. Exercicis
1.1. Calculeu I'expressio numéricacos((n - 1)§>.

Resposta: —0.957659480323385

1.2. Laférmulaper calcular les quotesd’ un préstec amb amortizacié simple éslaseglient

on

- A éslaquotade cada periode (mensual, anual...)
- P ésel capita inicia del préstec.
- i ésel tipusd'interés (en tant per u) en cada periode (per exemple, si ésd’un 2% anual,

aix0 significa que mensualment i val 2. Se suposa el tipus d'interés constant.

n és el nombre total de periodes de cada pagament (per exemple, amb una hipoteca
mensual de 30 anys, aix0 significa que hi ha30- 12 = 360 mensualitats).

El preu mitjad’ un habitatge a Barcelona és d’ uns 4000 euros el metre quadrat. Suposem
gue volem comprar un pis de 70 metres quadrats i que disposem d’ uns estalvis de 50000
euros. Calculeu laquotamensual per financar larestadel’import d' un habitatge amb una
hipoteca a tipus d’interés constant del 2.5% anual durant 30 anys.

Resposta: 908.778 euros a mes.
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1.5. Esquema de la practica

Eniniciar Matlab/0ctave hem de canviar aun directori amb escriptura.
Canvi de directori: chdir (' cami_al_directori').

Aj udaen liniad ordres help tema_ajuda.

Simbol de comentari: #

Operacions basiques a+b, a-b, a*b, a/b.

Les funcions s'indiquen entre paréntesis:

- Funcions exponencials i potencials € exp(x), INX: 10g(x) (lOogaritme neperid),
log,, X: 1og10(x) (logaritme decimal),a’: a~b, v/X: sqrt (x)...

- Funcions trigonométriques. cos(x), sin(x), tan(x) | €S inverses asin(x),
acos(x), atan(x).

- Funcions trigonométriques hiperboliques: cosh(x), sinh(x), tanh(x).

Nombres complexos. nombreimaginari i 0 j (z=a+bxi): angle(z) (argument complex),
real(z) (part real), imag(z) (part imaginaria), conj(z) (conjugat).

Format delsresultats: format short (format curt) i format 1long (format llarg).
Constants del sistema: pi...

Assgnauc') de variabl€es: nom_variable= valor_variable. clear nom_variable €N neteja
el valor i clear all netejatotesles variables definides per I’ usuari.

Per sortir: quit O exit.









Practica 2: Vectors i polinomis %

Vectors i polinomis

En aguesta practica, veurem com treballar amb vectorsi amb polinomis en Matlab/0Oc-
tave. Pel que fa als darrers, aprendrem a aproximar les seves arrels i a fer diferents
operacionsi factoritzacions.

2.1. Vectors

A Matlab/Octave, €ls vectors s expressen com una successio de nombres, separats per
COmes 0 espais, i delimitats per paréntesis quadrats. Aixi, per exemple, el vector de R®

v=(1,2,345)

S expressariaen Matlab/Octave com

>> v=[1,2,3,4,5] / creacio d'un vector
v =
1 2 3 4 5

i podem accedir a cadascun dels seus elements v;, que es numeren comencant per I’ 1 (i
no pas pel zero), posant el nom del vector seguit del’ index del’ element que volem trobar
entre paréntesis rodons:

>> v(1) / primer element del vector
ans =

1
>> v(5) / cinque element del wvector
ans =

5
>> v(end) / end es el darrer indez
ans = b

Si demanem un index superior o inferior, ens donara un error de fora de rang tant en
Matlab
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>> v(0) / doma un error, els indexs comencen a 1

7?77 Subscript indices must either be real positive integers or logicals.
>> v(6) / doma un error, mnomes hi ha 5 components

7?7 Index exceeds matrix dimensions.

comen Octave

>> v(0) / dona un error, els indexs comencen a 1
error: invalid vector index = 0

Es interessant notar que podem fer les operacions propies de I’ espai vectorial de R",
la suma de vectorsi €l producte per escalars, a través de la mateixa notacio de sumai
producte que s usa per als escalars. Per exemple:

u=[4,1,6,7,1]
u =
4 1 6 7 1
>> u+v / sumem dos vectors

ans =

5 3 9 11 6
>> 2%u / multipliquem u per 2
ans =

8 2 12 14 2

Evidentment, cal que les dimensions (que podem trobar mitjancant |’ ordre 1ength())
siguin les mateixes. Aixi per exemple, en Matlab

>> u+w / error: wvectors de diferent dimensio
7?77 Error using ==> plus
Matrix dimensions must agree.

mentre que en Octave

>> w=[1,2]; length(w) / dimensio d'un wvector

ans = 2

>> u+w / error: wvectors de diferent dimensio

error: operator +: nonconformant arguments (opl is 1x5, op2 is 1x2)
error: evaluating binary operator “+' near line 29, column 2

2.1.1 Algunes operacions amb vectors

Altres operacions Utils son € producte escalar de dos vectors de la mateixa dimensié,
gue escridaatravés delafuncio dot (u,v)

>> dot(u,v) / producte escalar de wvectors u % v
ans = 57
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i el producte vectorial per avectorsde R (i, per tant, de tres components)

>> u=[1,1,0]; v=[0,1,1];
>> cross(u,v) / producte wvectorial de u % v de R"3
ans =

1 -1 1

que déna com a resultat un vector de R3. També ens pot ser (til I’ ordre sort O, que ens
ordena un vector en ordre creixent

>> v=[3,2,1];
>> sort(v) / ordena el wector v en ordre creizent
ans =

1 2 3

També tenim I’ ordre sun (), que dona la suma d’ un vector, i |’ ordre prod que en déna e
producte;

>> v=[1,2,3,4];
>> sum(v) / suma les components d'un vector
ans =
10
>> prod(v) / multiplica les components d'un vector
ans =

24

Podem crear també vectors que continguin les sumes acumulades d’ altres vectors, atra
vésdel’ordre cunsun () (de cumulative sum):

>> cumsum(v) / wector amb les sumes acumulades.
ans =

1 3 6 10
>> cumprod(v) / wector amb productes acumulats.
ans =

1 2 6 24

2.2. Els polinomis i les seves arrels

Els polinomis en Matlab/Octave €S representen com a vectors indicant simplement
quins son €l's coeficients de major a menor grau. Aixi, per exemple, €l polinomi

p(X) =X +3x* -1

guedaria representat pel vector
|p= [1,0,0,0,0,3,0,-1]

i les operacions de suma i producte per escalars de la secci6 anterior també valdrien de
la mateixa manera.
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Per avaluar un polinomi en un valor determinat, podem usar la funcid poiyval(), que
pren com a arguments €l polinomi i € punt on la volem avaluar, encara que també ho
podriem fer directament:

>> x=0.5
x =
0.500000000000000
>> polyval(p,x) / avaluem p en
ans =
-0.242187500000000
>> x~7+3%x~2-1 / ha de donar el mateiz, pero millor polyval ()
ans =
-0.242187500000000

Molt sovint voldrem trobar les arrels dels polinomis, cosa que aconseguirem mitjancant
I’ordre roots (). Per exemple, lesarrels del polinomi

g(x) = x* — 5x+ 6,

que sén 3i 2, les calculariem aixi

>> q=[1,-5, 6]
q =

1 -5 6
>> roots(q)
ans =

3

2

Observem que, en aquest cas, €l resultat de la funcid roots () és un vector representat
en forma vertical (de fet ala practica 5 veurem que és una matriu columna). Per po-
der manipular-lo i accedir as seus elements, I"haurem d' assignar a una variable. Per
exemple, per comprovar-ne el resultat, fariem el seglient:

>> arrels=roots(q);
>> arrels (1) ,arrels(2)

ans = 3
ans = 2
>> polyval(q,arrels (1))
ans = 0

>> polyval(q,arrels)
ans =
1.0e-15 *
0.888178419700125
0.888178419700125

gue és practicament zero. Si ho haguéssim executat en Octave, hauriem vist que €l
resultat era zero.

Ladarrera ordre és molt interessant, ja que li hem passat un vector com a segon argu-
ment de la funcid po1lyvai, i € resultat és un nou vector que té com a element k-ésim €l
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resultat d’avaluar el polinomi en la component k-ésima del vector argument. Aquest ti-
pus d’ aritmética vectorial permet agilitar moltes operacions i és un dels punts forts del
llenguatge Matlab/Octave.

Els polinomis no tenen per qué ser de grau 2, sind que poden ser de graus superiors, per
exemple e polinomi segiient:

r(x) =x—6x"+11x— 6= (x—3)- (x—2) - (x—1)

téper arrels 1, 2i 3,1 e seucacul enMatlab/Octave seriael seglient:

>> r=[1,-6,11,-6]
r =
1 -6 11 -6
>> roots (r)
ans =

3.000000000000002
1.999999999999998
1.000000000000000

i, per tant, veiem que Matlab/0Octave (com qualsevol paguet de calcul numeric) pot no
donar un resultat exacte sind una aproximacid. Com s'ho fa el Matlab/Octave per fer
aquest calcul? Podriem pensar que usa la formula que existeix per a calcul deles arrels
d'un polinomi de tercer grau. Tanmateix, per a polinomis de grau més gran que quatre,
no existeix cap férmulai les arrels s han d' aproximar per mitja d’ algun métode numéric,
com veurem a la practica dedicada al's zeros de funcions. Un exemple interessant és el
gue passa quan intentem trobar les arrels del polinomi

p(X) = (X+1)" =X+ 7x°+ 21x° + 35X + 35X° + 21X + 7x+ 1

que és, amb multiplicitat 7, —1:

>> p=[1,7,21,35,35,21,7,1]

p =

1 7 21 35 35 21 7 1
>> arrels=roots(p) / calcul arrels
arrels =

-1.008976439902066

-1.005627465048996 + 0.0070122247744211i
-1.005627465048996 - 0.0070122247744211
-0.998023795747401 + 0.0088012382851981
-0.998023795747401 - 0.0088012382851981i
-0.991860519252570 + 0.0039344679437211
-0.991860519252570 0.0039344679437211i

el resultat és sorprenentment poc acurat, ja que amb prou feines tenim dos decimals
correctes. En canvi, s mirem de calcular quin és el resultat d’avaluar el polinomi en
aquestes arrels, tindrem que el resultat ésforga correcte:
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>> polyval(p,arrels) / avaluem p a les arrels

ans =
1.0e-14 *
-0.532907051820075
-0.466293670342566 - 0.0139645239816131
-0.466293670342566 + 0.0139645239816131
-0.555111512312578 - 0.0168268177169751i
-0.555111512312578 + 0.0168268177169751
-0.355271367880050 - 0.0068521577301081i
-0.355271367880050 + 0.0068521577301081i

L’ Us d'un paquet numéric com Matlab/Octave no ens dispensade pensar sind que ens
cornvidaafer-ho des d un altre punt de vistal

2.2.1 Operacions amb polinomis
Productei divisio de polinomis

Recordem que dos polinomis es poden multiplicar a través de la multiplicacié de poli-
nomis. Per exemple, si volem fer el producte de

px)=x+1 i q(x)=x+2x—2
gue donara com aresultat un nou polinomi de grau 5
P(X) - q(X) =X +2x* — 2x3 + X2+ 2x— 2

i intentem fer el seglient en Matlab ens donara un error:

>> pxq / aizo domara unm error
77?7 Error using ==> mtimes
Inner matrix dimensions must agree.

mentre que si ho fem en Octave I’ error sera el segiient:

>> p=[1,0,0,1]1 7 p(z)= z~3+1
p =
1 0 0 1
>> q=[1,-2,2] 7 q(z)= z°2-2%z+2
q =
1 -2 2
>> p*q / aizo domara um error
error: operator *: nonconformant arguments (opl is 1x4, op2 is 1x3)

Larad és que Matlab/Octave interpreta que els vectors dels coeficients de p i g son
matrius filai el producte I'interpreta com a producte de matrius. Com que les dimen-
sions son incompatibles, € resultat és un error. Per trobar correctament el producte de
vectors, cal que usem la instruccio conv(p,q), que ens dona I’anomenat producte de
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convolucié de dos vectorsi que conté els coeficients del polinomi resultat de multiplicar
els polinomis representats pels vectorsp i q

>> conv(p,q) % producte de polinomis p © q
ans =
1 -2 2 1 -2 2

gue és el resultat correcte i coincideix amb conv(q,p). Per exemple, per fer el quadrat
d’ un polinomi

r2(x) = (x+1)° =x2 +2x+1
fariem
>> r=[1,11 / r(z)= z+1
r =
1 1
>> conv(r,r) /J resultat (z+1)°2

ans =

1 2 1

A part del producte, també podem fer la divisié entre dos polinomis. Recordem que la
divisio de dos polinomis déna com a resultat un quocient i un residu de la divisio. Aixi,
donats els polinomis

PX)=x -1 i p(x)=x-1
aleshoresladivisio de p; per p, és
P(X) rx
P2(X) P2(X)

onqir son polinomis, i € grau der és menor que € de p,. A Matlab/Octave usariem
I’ ordre deconv (p1,p2) (que és 1’ ordre oposada ala convolucio)

=q(x)+

>> p1=[1,0,0,0,-11 7 p_1(z)= z°4 -1
pl =

1 0 0 o -1
>> p2=[1,0,0,-11 / p_2(z)= z°3 -1
p2 =

1 0 o -1
>> deconv(pl,p2) / divisio polinmomial
ans =

1 0

gue només ens déna €l valor de g. Si volem que també ens retorni el valor del residu,
cridarem aguesta ordre:

>> [q,r]l=deconv(pl,p2) / p_1(z)= q(z)*p_2(z) + r(z)
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gue és la manera de rebre funcions que retornin dos elements, en aquest casqi r. Ara
comprovarem que

son € resultat de ladivisio dels polinomis, és adir, que es compleix:
PL(X) = q(X) - P2(X) +1(X)

>>conv(q,p2)+r / comprovacio, dona pl
ans =
1 0 0 0o -1

Cal anar amb compte amb aquestes ordres quan €ls primers coeficients d’' un polinomi
valen zero 0 son molt petits, ja que aixo ens pot donar un error o resultats inconnexos:

>> g=[0,0,0,1,-2] / ingenuament z-2
g =

0 0 0 1 -2
>> 1=[1,-2] % realment z-2

1 =
1 -2

>> h=[1,3,4,2] / z°3+3z"2+4+z+2

h =

1 3 4 2
>> [f,r]l=deconv(h,l) / divisié correcta

f =
1 5 14
r =
0 0 0 30
>> [f,r]l=deconv(h,g) / especific de Matlab
7?7 Error using ==> deconv at 21

First coefficient of A must be non-zero.

mentre que en Octave no ens faral’ operacio:

gue és un resultat incorrecte. Per treure els zeros que apareguin a comengament d'un
vector caldra que indiquem manualment els elements posteriors as zeros inicials (ala
practica seglient veurem com indicar rangs d’ indexs):

>> g=[0,0,0,1,-2] / ingenuament z-2
g =
0 0 0 1 -2
>> g([4,5]) / seleccionem a partir del /
ans =
1 -2
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Derivacioi integracié de polinomis
Finalment, donat un polinomi de grau n
P(X) = a X"+ a, X"+ -+ aX+ag
ens pot interessar trobar-ne la derivada
P(X) =na X"+ (n—Da, X" 2+ +a

olaprimitivaPamb P = pi P(0) =0

_ a
& lx”+...+_1xz+aox

O >

:n+1

(recordem que qualseval altra primitiva |’ obtenim sumant una constant a P). Aquestes
operacions sobre polinomis es poden fer usant les ordres polyder () i polyint() deMat-
lab/Octave:

>> p=[1,2,3,-1]1 / p(z)=z"3+2*z"2+3*z-1
p =
1 2 3 -1
>> pder=polyder(p) / derivem p(z) resp. =
pder =
3 4 3
>> polyint(pder) [/ primitiva de p(xz) amb p(0)=0
ans =

1 2 3 0

Observem que, com que p(0) = —1 £ 0, € resultat d'aplicar primer polyder () i després
polyint() @ p no haestat p sind p+ 1. Tant polyder() COM polyint() tENen arguments
opcionals que no tractem i que podeu consultar al’gjudadeMatlab/Octave.

Finalment, pot ser Util, donats dos polinomis p; i p,, conéixer ladescomposicio en fracci-
ons simples del quocient p,/p,. Per exemple, aixd ens permet calcular la descomposicio

Sistl -2 7 3
$-582+8-4 s-2 (s—2)? s-1

atravésdel’ ordreresidue (). Aquestaes cridade formalleugerament diferent en Matlab
i en Octave. De tota manera, podem fer-ho de forma unificada si ens assegurem que
€l grau del numerador és més petit que el grau del denominador (per reduir € grau,
sempre podem usar lafuncid deconv() que acabem de veure). Quan es compleixi aguesta
condici6, usarem I'ordre [r, p] = residue(b,a), que ens donard un vector r i un vector
de polsp de maneraque
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amb la convencid que si €ls pols del vector p apareixen diversos cops les multiplicitats
es posen de manera creixent. Veiem-ho en un exemple:

>> b = [1,1,1]; 7 b(s)=s"2+s+1
>> a = [1,-5,8,-4]; % a(s)= s°3-55"2+8s-4
>> [r,p] = residue(b,a) / fraccions simples b(s)/a(s)

-2.000000000000011
7.000000000000008
3.000000000000008

2.000000000000000
2.000000000000000
1.000000000000001

Aqui €l vector r és el numerador de cadascun delstermesi el vector p son els pols que
apareixeran as denominadors. Observem que, com que |’ arrel 2 apareix repetida, aixo
significaque el coeficient 7.000000000000008 és el que multiplicael factor de 1/(x — 2)2.

2.3. Exercicis
2.1. Donat € polinomi segiient, responeu les preguntes segients:

p(x) = 4x® — 36X° +56x* +2x3 — 19x* + 37x— 14

. Quant val p(0.5)?

. Quantval p'(—0.5)?

. Quantes arrels reals té€?

. Quinaés|’arrel més gran real ?

. Quant val lasumade les arrelsreals?

. Quant val la part imaginariamés petitad unaarrel ?

o Ul WN P

Resposta: 2.4375, 17.5, 4, 7, 8.51344794331483 i —0.756969524226409.
2.2. Donat € quocient de polinomis seguient,

X+3
(x—2)(x—1)(x®— 3x—40)

i la seva descomposicio en fraccions simples,

X+3 A B C D

X— 2 —1)(C—3x—40) _ (x=8) " (x=2) " x=1) | x+5)

quant val A?

Resposta: 0.0201465201465202
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2.3. El polinomi seguient té un parell d’'arrels complexes conjugades. Indiqueu €l valor
absolut de la seva part imaginaria:

161 , 201

51 17
x6—7>c"’+7x4+7>@—7x +TX_21

Resposta: 0.8660254037844. ..

2.4. El polinomi seglient p té unaUnicaarrel rea a:
p(x) = X + i>é+x3+}x+1
49 2

Quant val p'(a)?
Resposta: 3.74122044156494. ..

2.4. Esquema de la practica

e Vectors: entre [ 1 i separats per espais 0 comes, per exemple, v=[1,2,3,4]1.

- Operacions sobre vectors 1ength(v) (longitud d’'un vector), sum(v) (suma de les
components), prod(v) (producte de les components), max(v), min(v).

- Accés auna component: v(index_component). EIS vectors s'indexen comencant per
1 i, per referir-nos al darrer index, podem usar end.

- Assignaci6 d’ una.component: v(index_component)=valor.
- Operacions vectorials: escalarxv (€sclar per vector), u+v (Suma de vectors).

- Operacions element a element: u.+v (producte element a element), u./v (divisio
element a element), u.~v (poténcia element a element).

- Funcions element a element: abs (v) (valor absolut de cada component), cos (v).

- Altres. dot (u,v) (producte escalar de dos vectors), cross(u,v) (producte vectorial
de dos vectors de R®), cumsum(v) (vector de sumes acumulades), cumprod (v) (Vector
de productes acumulats), sort (v) (ordenav per ordre creixent).

e Polinomis: s expressen com un vector que conté €ls coeficients de major a menor
grau, p.e. p=[1,2,3,4] ésp(X) = X* + 2%+ 3x+ 4.

- Avaluacil polyval(p,x): avaluael polinomi p en x (NUmero o vector).

- Arrelsd un polinomi: roots (p).

- Producte de polinomis: conv(p,q).

- Divisi6 de polinomis: [q,rl=deconv(p1,p2) dona p;(X) = q(X) - P2(X) +r(X).
- Derivacio polyder (p) | primitivitzacid g=polyint (p) (@mb q(0) = 0).

- Descomposici6 en fraccions simples de b(s)/a(s): [r,p]l = residue(b,a).
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Representacio grafica

Una de les eines més Utils en I'andlisi i la presentacié de resultats numeérics és la se-
va representacié gréfica. Tant Matlab com Octave disposen de moltes possibilitats de
representacio grafica. En aquesta practica, veurem la instruccié basica per representar
punts en coordenades cartesianes i, posteriorment, ens centrarem en la representacio de
funcions d' unavariable.

3.1. Lordre plot()

Lainstrucci6 basica per dibuixar és 1’ ordre p1ot (), que conté hombroses opcions que es
poden consultar fent help plot. En la seva variant més basica, plot(x,y), On x i y sON
dos vectors de la mateixa dimensid, ens dibuixa els punts formats per les parelles de
coordenades x i y determinades per aquests vectors:

>> x=[0, 1, 2, 3, 4]
x =
0 1 2 3 4
>> y=[1, 2, 4, 1, 1]
y =
1 2 4 1 1
>> plot(x,y) / segments que uneizen (0,1),(1,2),(2,4)...
>> plot(x) / el mateiz que plot([1 2 3 4 5],z)
>> plot(y) / el mateiz que plot([1 2 3 4 5],y)

En prémer Retorn en cadascuna d’ aquestes ordres se' ns mostrara un dibuix amb aquestes
instruccions (veieu-ho ala figura 3.1). Encara que sigui molt basic, és important ja fer
les observacions seguents:

1. El maotor grafic deMatlab i € d Octave son diferents; per tant, la finestra pot ser
|leugerament diferent.

2. A Matlab se'ns mostrara una finestra amb la possibilitat d’ editar les grafiques,
ampliar-les, exportar-les a diferents formats, etc...
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Fig. 3.1

Resultat de dibuixar
plot(x,y), plot(x) i plot(y)
(observeu com, per la tria
del vector x que hem fet,
la tercera i la primera
grafiques son iguals,
llevat d'un desplacament
d'una unitat en l'eix de
les x.

Fig. 3.2

Arrels del polinomi x**+ 1
amb l'ordre
plot(real(arrels),
imag(arrels),'ro").

42

3. Per defecte, s només donem un sol vector com a argument, se suposa que aguest
és |’ ordenada a representar i que les abscisses sdn els nombres 1,2,...,n, on n és

lalongitud del vector que estem representant.

4. Per tancar lafigura, podem fer ciose des delalinia d ordres o tancar directament

lafinestra

Esimportant que puguem modificar I’ estil deleslinies que hi apareixen. A Matlab/Oc-
tave ax0 S aconsegueix mitjancant I’ Us de cadenes de text (strings) que modifiquen
I" aparenca del dibuix. Com a mostra d'aixo representarem ara al pla complex les arrels

complexes del polinomi
p(x) =x2+1
gue son g7/12+27k/12 |k — (0,1,...,11

>> p=[1 00000000000 1]
p =
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
>> arrels=roots(p)
arrels =

-0.965925826289069 + 0.2588190451025211

0.965925826289069 - 0.2588190451025211i

0.707106781186548 + 0.7071067811865481i

0.707106781186548 - 0.7071067811865481i
>> plot(real(arrels),imag(arrels), 'ro')

1 m 5
© ©
05 r
o o
0 L
o o
-05
© ©
1 3 . o
-1 -0.5 0 05 1
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En aquest dibuix, que podem veure a la figura 3.2, la cadena de text 'ro' significa que
volem que €l color de la linia sigui vermell (r de red) i que els punts es representin
per mitja de rodones buides, cosa que indiquem per o). Altres modificadors els podem
conéixer fent nelp plot; €ls mésimportants son els seglients:

- Tipus de punts. creus +, estrelles , cercles o, creus en aspa x, triangles ~ o punts .
(molt petits).

- Tipusdelinies: linies continues -, discontinues --, puntejades :.

- Colors: vermell r, verd g, blau b, negre x

Aixi, per exemple, |’ ordre plot (primes (100) , 'ko--') mostraels 100 primers nombres pri-
mers amb cercles negres units per un trag discontinu.

Tornant al’exemple de les arrels del polinomi, per veure més clarament que totes aques-
tes arrels tenen modul 1 podem fer que la relacid d aspecte sigui 1, posarem una ordre
anterior que sigui axis equal que també ens permet determinar quina finestra volem vi-
suditzar:

>> close / tanquem possibles figures obertes
>> axis([-1,1,-1,1],'equal'); hold on
>> plot(real (arrels),imag(arrels),'o'); hold off

on indiquem que la finestra del dibuix sera el quadrat (x,y) € [-1,1] x [-1,1] i quela
finestras gustaraperquelesunitatsdelesxi lesy siguin les mateixes. Lesordreshold on
i hold off modifiquen el comportament d’un dibuix a mesura que hi anem afegint més
grafiques i propietats. L' ordre no1d on manté la graficai hi va afegint les instruccions a
continuacié. L' ordre ho1d off tornaa mode en qué cada nova instruccié de dibuix es fa
en una nova grafica.

En cas que dibuixem valors complexos, ens pot ser (til també I’ ordre compass () que
dibuixa nombres en el pla complex com vectors, tal com mostralafigura 10.1.

3.1.1 Rangs de valors

Javeiem que no és unamaneramolt eficient de representar funcions haver d’ escriure tots
elsvalors de les abscisses que volem representar. Per tant, necessitem tenir algunaforma
d’indicar rangs de valors. La primera manera de determinar un rang en Matlab/Octa-
ve és através dels operadors inici:condicio_parada, (UE Creen un vector que comenca
Ainici i CONtE inici+1, inici+2, ... Mentre que els elements siguin menors o iguals a

condicio_parada.

>> 1:5 / d'1 a 5 d'un en un
ans =

1 2 3 4 5
>> 1:5.5 / la condicio de parada es < 5.5

ans =
1 2 3 4 5

Si volem que el pas no sigui 1 sind una altra quantitat, ho indicarem a través d'un nou
argument entre inici i parada, inici:pas:condicio_parada,
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>> 0:0.25:1.1
ans =
0.00000 0.25000 0.50000 0.75000 1.00000
>> -2:0.5:1
ans =
-2.0000 -1.5000 -1.0000 -0.5000 0.0000 0.5000 1.0000
>> 1:2:2%pi
ans =
1 3 5

Observem que €l darrer terme no té per que ser |'extrem superior sind que la condi-
Ci6 de parada és que €ls elements del rang siguin inferiors o iguals a I’ extrem superi-
or. Si volem assegurar-nos que €l's punts inclouen els dos extrems, podem usar |’ ordre

linspace(inici,final,num_punts)

>> v=1linspace(0,2,6) / igual a 0:0.2:2
v =
0.00000 0.40000 0.80000 1.20000 1.60000 2.00000

i €l pasés (2-0)/(6-1)=0.4.

Amb aixo jaés més facil representar funcions, com ara polinomis

>> x=0.5:0.01:3; / recordem el ; mo mostra el resultat, convenient
>> p=[1,-3,2]; / polinomi z"2-3z+2

>> y= polyval(p,x); / avaluem p en les abscisses

>> plot(x,y),grid

i I’ordre gria mostra una graella a la grafica on podem veure més clarament que les
arrelsson ali a2. Podriem pensar que, per avaluar & polinomi x2 — 3x -+ 2 ho podem
fer directament alaliniad’ ordres, perd observem | error seglient en Matlab:

7?7 Error using ==> mpower
Matrix must be square.

‘>> y=x"2-3*x+2
gue alctave ésessenciament el mateix:

>> y=x"2-3%x+2
error: for A”b, A must be square

Aix0 passa perqueé a Matlab/Octave Sinterpreta que, com que x és un vector (que
és un cas particular de matriu), el quadrat és € producte de dues matrius. Com que
les dimensions no concorden (hauria de ser una matriu quadrada), obtenim el missatge
d error.

Per especificar que un operador que es pugui aplicar indistintament amatriusi aescalars
s apliqui element a element, caldra que hi posem un . immediatament abans. Aixi,

|>> y=x."2-3*xx+2



Practica 3: Representacié grafica %

obtindrem &l mateix que trobavem abans amb |’ ordre po1yva1 (). Observem, per contra,
gue no ha calgut que posem un .+ en la multiplicacio del vector x per 3, ja que la mul-
tiplicacio d'un vector per un escalar té un significat Unic. Aixo també ho hem de fer per
als operadors = i / (que éslamultiplicacio per I'invers). A tall d’ exemple, tenim lataula
seguient:

Expressié6 matemética (x vector) Expressié en Matlab/Octave
g(x)::eiﬂng1%3 y= exp(-1./x).*sin(1./x);
9(x)  log(cos(¥)): J- Tog(cos(x.~2));
_ VX, _ o
g(x>—'gnx- y=sqrt(x)./sin(x);
1
g(x)_’x4-e“ y= 1./(x+exp(x));
g(x) = & sinx: y=exp(x.*x).*sin(x.*x);
g(x) = e*/2sinx: y=exp(-(x.72)/2) .*sin(x."2);

Aplicacié: dibuixar funcions definides a trossos

Ara farem servir tot € que hem apres per dibuixar la funcié seglient definida a trossos
([12], exercici 30, pagina55) en I'interval [—1,4]:

sin(x), sx<0
f(x)=<1—cosx, s0<x<m (3.1
COSX, Si X > .

Com que les ordres nold on i hold off €ns permeten afegir diverses grafiques a un sol
dibuix i anirem definint els diferents rangs dels intervals:

x1=-1:0.01:0; % rang a [-1,0]
x2=0:0.01:pi; / rang a [0,pi]
x3=pi:0.01:4; 7 rang a [pi,4]
plot(xl,sin(x1)) / funcio a [-1,0]
hold on / afegim les grafiques
plot(x2,1-cos(x2)) / funcio a [0,pi]
plot (x3,cos(x3)) / funcio a [pi,4]

hold off

? Fig. 3.3
i obtindrem la Slrar?tce?i‘le Ialflincié 3.1)
graficadelafigura 3.3. 15 | interval [-1,4].

05

-0.5 |
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Observem quetambé podriem haver fet larepresentaci6 sensefer Usdel’ ordrehold on/off
de la manera seglient:

|>> plot(x1l,sin(x1), x2,1-cos(x2), x3,cos(x3))

jaquel’ordreplot () acceptaun nombre arbitrari de parelles de vectors abscissesi orde-
nades.

Complement opcional. M és oper acions amb vector s

L’ aritmeticavectorial ens permet comptar el nombre d' elementsd’ un vector que satisfan
una condicio, amb la convencid que 1 és cert i o és fals. Com a exemple molt senzill,
imaginem que volem comptar quants enters entre 1 i 8 sdn menors que 3 estrictament
(resposta, 2):

>> v=1:8
v =

1 2 3 4 5 6 7 8
>> v<3 / mnou wvector amb 1 si v(i)<3 i 0 altrament
ans =

1 1 0 0 0 0 0 0
>> v<=3 / nou wvector amb 1 si wv(i)<=3 4 0 altrament
ans =

1 1 1 0 0 0 0 0
>> v==3 / l'unica component nozero es 3
ans =

0 0 1 0 0 0 0 0
>> (v<b) .*(v>2) [ 1 quan v(i)<5 1 v(i)>2
ans =

0 0 1 1 0 0 0 0
>> max ((v<5),(v>2)) 7 1 quan v(i)<5 o v(i)>2
ans =

1 1 1 1 1 1 1 1
>> max ((v<2),(v>4)) 7 1 quan v(i)<2 o v(i)>4
ans =

1 0 0 0 1 1 1 1
>> isprime(v) % 1 quan v (i) es primer
ans =

0 1 1 0 1 0 1 0

Un cop amb aix0, podem comptar els elements d’un vector que satisfan una condicié
usant |’ ordre sun(). Per exemple, per veure quants primers hi haentre 1 i 1000, fariem
el seguent:

>> v=1:1000;

>> esprimer=isprime(v);
>> sum(esprimer)

ans =

168
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3.2. Fitxers m

Es convenient poder definir funcions que haguem d’ utilitzar i assignar-los un nom perqueé
les puguem cridar sempre que ho necessitem. A Matlab/Octave, aix0 esfaatravés de
les funcions m, que son fitxers que inclouen la definicid de la funcié i que han d' estar
en el mateix directori de treball (és important comprovar-ho en el moment d'iniciar €l
programari). Per editar una funcié, que anomenarem funcio.m (Per exemple) escrivim
desdelaliniad ordres

|>> edit ('funcio.m')

i s&'nsobreun editor per defecte. En el casdel Mat1lab, |’ editor ésel que portaincorporat
per defecte (si no existeix €l fitxer, ens demanara per crear-10) i, en €l casdel’Octave,
sera el que porti incorporat €l sistema per defecte. En aquest editor, haurem de posar la
declaracié de lafuncié (i res més):

function y=funcio (x)
y=cos(x.72);

i, un cop guardem €l fitxer, jael podem cridar per liniad’ ordres. Per exemple

>> funcio(sqrt(pi))
ans =
-1
>> funcio ([1,2,3])
ans =
0.540302305868140 -0.653643620863612 -0.911130261884677

Observem el seguient:

- Lesfuncions es declaren de laforma

|function variable_dependent = nom_funcio(variable_independent)

Esmolt important que el nom delafuncié (en e nostrecas, ' funcio.m') Sigui € mateix
gue €l hom del fitxer.

- Cal guardar lafuncié perqué estigui accessible desde lalinia d’ ordres.

- El ; que apareix és perqué no es mostri el resultat de I’ operacio.

- Podem fer també operacionsintermeédies amb altres variables, perd nomésesretornara
lavariable y en aquest cas.

També podem fer funcions que retornin diversos valors i que prenguin diversos argu-
ments. Per exemple, al’gjudadel Matlab/0Octave apareix lafuncio seglient per calcular
lamitjanai ladesviaci6 tipicad un vector:

function [mitjana,desviacio] = estadistiques(x)
n = length(x);

mitjana = sum(x)/n;

desviacio = sqrt(sum((x-mitjana).~2/n));
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que té com aresultat, per aun vector X = (X, . .., %)

n n . . 2
mitjana = fZXn, desviacio® = Zioax r:}ltjana)
i=1
i es crida de la manera seguent:
>> x=1:10
x =
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
>> [mitjana,desviaciol=estadistiques (x)
mitjana =
5.500000000000000
desviacio =
2.872281323269014

3.2.1 Complement opcional. Dibuixant amb I'ordre fpiot ()

Un dels avantatges de definir una funcié per mitjad un fitxer .m és que podem dibuixar-
la sense haver d'especificar el rang exacte de valors per a qual volem que es faci €
dibuix. Per fer-ho aixi, usarem I’ ordre tp10t () (de function plot) que dibuixa unafuncio
enuninterval. Per exemple, laordre segiient dibuixaralafuncié f(x) = cos(x?), que esta

definida d fitxer funcio.m, al’'interval (—/8m,v/8m):

|>> fplot(@funcio,[-sqrt (8*pi),sqrt(8*pi)l]) / dibuiza la 'funcio.m'

Es important que posem |’ arroba a davant del nom de la funci6 perqué el Matlab/0Oc-
tave sapiga la funcio que ha de dibuixar, com també per indicar I'interval que volem.
El modificador e el podem situar també sobre les funcions definides pel sistema. Per
exemple, per dibuixar latangent hiperbolicaen (—2,2)

sinhx _e—e

f = h = —
(x) = tanhix coshx e+ex

fariem
| >> fplot(@tanh,[-2 2]) / dibuiza la funcio tanh del sistema a [-2,2]
En canvi, I’ordre

>> fplot(@cos+@sin,[0,pi]l) / error no es poden sumar aizt
7?77 Undefined function or method 'plus'
for input arguments of type 'function_handle'.

ens dona un error perque no podem sumar funcions d’ aquesta manera. Per fer-ho, hau-
riem de definir unafuncié que representés la sumade les dues.
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5 .
funcio a trossos Fig. 3.4
Grafica de la funci6
definida a trossos (3.2).
4
3t
2 L
1 L
0 .
0 1 2 3 4 5 6

Aix0 ens proporciona una altra manera senzilla de dibuixar funcions definides a trossos.
Per exemple, dibuixarem aralafuncié seglient ([12], problema 29, pagina 55):

X2, six<?2
f(x)=¢8—2x, si2<x<4 (3.2
4, six>4

Suposant que als fitxers £1.m, £2.m i £3.m hem definit les funcions x — X2, X — 8 — 2x i
X — 4, respectivament, podem dibuixar aquesta funcié definida a trossos usant I’ ordre
segUent:

fplot(@f1,[0,2]) / z-2 a [0,2]

hold on / mno esborrarem grafiques
fplot(@f2,[2,4]) / 8-2+z a [2,4]
fplot (@f3,[4,6]1) / constant 4 a [4,6]
axis ([0,6,0,5]) % ajustem la finestra
legend ('funcio a trossos')

hold off

i obtenim la graficade lafigura 3.4.

3.3. Modificar i exportar grafiques en Matlab/Octave

Sovint és interessant afegir elements a una grafica, com ara text, diverses grafiques, eti-
quetes, etc. Per fer-ho, hem d'indicar que volem que una grafica es mantingui i que les
noves ordres grafiques que indiquem volem que se sobreposin al’ existent. Aixi, si volem
dibuixar la grafica de 1+ x+x2/2 i de exp(x), podem fer e seglient (hi posem també
unes indicacions autoexplicatives):

>> x=0:0.01:2; y1=1+x+0.5%x."2; y2=exp(x); / = %2 y a representar
>> plot(x,yl,'r'); hold on / mantenim la figura

>> plot(x,y2,'db'); / dibuizem en blau

>> title('Aproximacio de Taylor de 2n ordre')
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Fig. 3.5
Exemple de dibuix amb
Matlab usant titols,
llegenda i noms per als
eixos. Amb Octave, el
dibuix pot ser
lleugerament diferent.

>> xlabel('x') / titol per a l'eiz z

>> ylabel('y') / titol per a l'eiz y

>> legend ('1+x+x~2/2"','exp(x)') / llegenda dels plots.
>> hold off / desfem el mantenir la figura.

de manera que ens surti un resultat com alafigura 3.5.

Aproximacio de Taylor de Zn ordre
i} T T T T T T T T T

sz
S epi |

s i

Amb vistaal’ exportar lafiguraaalgun format com png, jpg 0 pdf perque la puguem usar
posteriorment, és indubtable que Matlab disposa de més recursos que no pas Octave.
En qualsevol cas, podrem sempre usar I’ ordre print per exportar-la al format que més
ens convingui. Haurem d’indicar, a continuacio, -dformat ON format POt SEr png, jpg, pdf
o molts d’ altres que podem conéixer através del’ gjuda. Per exemple, per obtenir € png,
fem (amb lafinestra de grafics activa):

|>> print -dpng 'dibuix.png' / ezporta la grafica activae a png.
i se'nscreara el fitxer dibuix.png al’espai detreball. Si ho volem fer en pat, fem

|>> print -dpdf 'dibuix.pdf' / ezporta la grafica activa a pdf

3.4. Exercicis

3.1. A partir de!’andlisi delagraficade lafuncié seglent,
f(x) =sin(sin(sin(x)+1)+1)

quants maxims locals creieu que té la funcié en (—m, w)? No compteu els extrems de
I"interval.

Resposta: 3

3.2. Representeu graficament al’interval [=2, 2] lafunci6 definidaatrossos de lamanera
seglient
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cosh(4arccosh(—x)), x< —1
f(x) = ¢ cos(4arccos(x)), xe[-1,1]
cosh(4arccosh(x)), x>1

i determineu, através de lainspeccié grafica, si és continua en aquest interval. Dibuixeu
també ala mateixa figurael polinomi T,(x) = 8x* — 8x?+ 1 i comproveu gque son iguals.

3.5. Esquema de la practica

e Representaci6 graficaamb plot O):

- plot(x,y), amb x i y vectors de la mateixa dimensié, dibuixa els punts
amb abscisses x | ordenades y. També diverses abscisses i ordenades alhora
plot(x1,y1,x2,y2,x3,y3).

- plot(x,y,'o') amb cercles, plot(x,y,'o-') amb cerclesi linies, plot(x,y, 'ro-')
amb cerclesi liniesvermélls. ..

- Control de lafinestra de dibuix: c1ose tancalafigura, no1d on afegeix els dibuixos
seglients alafiguraactiva, hold off Canviaaguest comportament.

- axis([xmin,xmax,ymin,ymax]) CaVviaels eiX0Si grid on/off COMmMutalagraella

- Anotar les figures: title('titol de la figura'), xlabel('titol de les x'),
ylabel('titol de les y'), legend('llegenda plotl','llegenda plot2') Ilegenda
dels diferents plots de lafigura

e Exportar lafinestra grafica activa:

- PNG: print -dpng 'nom_fitxer.png'

- PDF print -dpdf 'nom_fitxer.pdf'
e Rangsdevalors:

- in:fi éSin, in+1..., mentre elstermes de la successio siguin inferiors o iguals a
£i. Aixi, 1.1:4 ésel mateix que [1.1,2.1,3.1].

- in:pas:fi €Sin, in+pas...Mmentre elstermes de la successi6 siguin menor o iguals
gue fi. Aixi 1:2:5.2 ésel mateix que [1,3,5]. Si pas €S negatiu, funciona al revés.

- linspace(xmin,xmax,npunts) FetOrna npunts PUNtS equiespaiats comencant en min i
acabant en max.

- Condicions sobre vectors (opcional): comproven si la condicié és certa (1) o fal-
sa (o) sobre un vector. Per exemple, Si v=1:4 v<3 €S [1,1,0,0], v(v<3) €S [1,2]
i sum(1:4<3) compta els elements que satisfan la condicio. Altres condicions ==
(igualtat), <= (<) i >= ().
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e Funcionsi fitxers .m. Per editar un fitxer nom_funcio.m, féM edit 'nom_funcio.m' (Cal
que estigui en un directori amb escriptura):

- Lesfuncions amb un argument que retornen un valor son de laforma

function y=nom_funcio (x)
y=x."2; /J per ezemple

on ésmolt important que el nom de lafuncié sigui e mateix que el nom del’ arxiu.
Un cop definida aixi, podem cridar-la des de laliniad ordresi dibuixar-laamb la
funcio (opcional) tplot (enom_funcio, [a,b]) al’interval [a,b.

- Funcions de diversos arguments i que retornen diversos valors

function [yl,y2,y3]=nom_funcio(x1l,x2)
yi=x1."2; J per ezemple

y2=cos(x2); / per ezemple

y3=x1+x2; / per ezemple
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Zeros i extrems de funcions

Un dels primers ambits on I’Gs de métodes numerics es fa necessari és en la solucié d’e-
quacions no lineals o, equivalentment, per trobar aproximacions als zeros de funcions. En
aquesta practica, veurem com trobar zeros de funcions d’una variable usant la representa-
cio grafica, el teorema de Bolzano i métodes numerics implementats en Matlab/Octa-
ve. Finalment, aprendrem com aproximar maxims i minims d’una funcio en un interval.

4.1. Localitzar graficament zeros de funcions

En aquesta practica, ens proposem trobar solucions d’una equacio no lineal
f(x)=0

en un determinat interval [a,b], on f : [a,b] — R és una funcié com a minim continua.
Hem vist ja com fer-ho en el cas de polinomis a través de I’ordre roots (). Vegem-ho ara
per a funcions més generals. Com a exemple, estudiarem les solucions de I’equacié no
lineal

e +3x=2+x
a I’interval [0, 1]. En primer lloc, ho escrivim com a zero d’una funcio:
f(x) =€ +3x—x2—-2

que en Matlab/Octave ho escriuriem en una funci6 a través de I’ordre edit 'funcio.m'
i a I’editor podem posar la definicio de la funcié

function y=funcio(x)
y=exp(x) +3.*x -x.72 -2;

on recordem que hem de posar el punt per indicar que es tracta de producte element a
element (aixi ho podrem aplicar a vectors, cosa que ens sera Gtil com veurem a continu-
acio). Primerament, representem graficament la funci6 a I’interval en quiestio per fer-nos
la idea de com és. Recordem que aixd ho podem fer indicant un rang i representant-ho:
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Fig. 4.1

Representacié de la
funcié f(x)= e*+3x -x2-2
a l'interval [0,1].

>> x=0:0.01:1; y=funcio(x);
>> plot(x,y); hold on
>> grid on; hold off

0 bé aprofitant que ja hem definit lafuncié atravésde |’ ordre fpiot:

>> fplot(@funcio,[0,1]); hold on
>> grid on ; hold off

En tots dos casos, amés de la funcié, ens dibuixa una graella (grid) amb la qual veiem
quelafuncié téun zero al’interval a voltant de 0.26, tal com espot veurealafigura4.1.

E ; ! ! ! ; ! ! !

Com que lafunci6 és continua, podem demostrar I’ existencia d’ aquest zero a través del
teorema de Bolzano, atés que lafuncié as extrems del’interval [0, 1] té signes oposats

>> funcio (0)*funcio (1)

ans = -2.7183

>> funcio (0.25)*funcio (0.26) 7 afinem un zic més l'interval.
ans = -2.6567e-04

Aquest métode (a part de lainspeccio grafica) ens permet determinar un interval aon es
trobin elszerosdelafuncid i, per tant, unaaproximacio inicial per als métodes iteratius,
gue expligquem a continuacio.

4.1.1 Complement opcional: trobar zeros en un rang

Aquest procediment manual per trobar uninterval on lafuncié prengui valors amb signe
contrari as extrems el podem sistematitzar una mica més usant I’ ordre find(condicio),
gueensdodnael primer valor (i, opcionalment, I’ index) d’ un vector que satisfalacondicio
gue indiquem. Aixi,
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>> a=0;b=1;pas=0.1;
>> x=a:pas:b; punts= length(x) / punts equiespaiats entre a % b
>> extrems_inferiors=x(l:punts-1) / z(1),...,z(punts-1)
extrems_inferiors =
0.00000 0.10000 0.20000 0.30000 0.40000 0.50000 0.60000
0.70000 0.80000 0.90000
>> extrems_superiors=x(2:punts) [/ z(2),...,z(punts)
extrems_superiors =
0.10000 0.20000 0.30000 0.40000 0.50000 0.60000 0.70000
0.80000 0.90000 1.00000
>> canvis_signe=funcio(extrems_superiors).*funcio(extrems_inferiors)
canvis_signe =
0.604829 0.132214 -0.034945 0.085017 0.477962 1.134293
2.049369 3.224027 4.665233 6.386883

i observem queal’interval [0.2,0.3] hi hal’ arrel que busquem, jaquelafuncié prenvalors
de signe contrari as extrems de I'interval. Si volem trobar aquest valor sense haver de
visualitzar tots els valors del vector canvis_signe (COSa que és molt conveninent quan la
dimensi6 de x creix), usarem I’ ordre find ()

>> [canvisigne,icanvi] = find(canvis_signe <0)
canvisigne = 1
icanvi = 3
>> [x(icanvi),x(icanvi+1)]
ans =
0.20000 0.30000

que ens diu que al’interval [0.2,0.3] hi ha una arrel. El mateix procediment el podriem
fer amb pas=0.001 i obtindriem que el zero és al’interval [0.2575,0.2576]. La serie
d’ ordres segiient ens donaria una aproximacié encara millor:

>> a=0;b=1;pas=0.0001;
>> x=a:pas:b; punts= length(x) / punts equiespaiats entre a % b

punts =
10001

>> extrems_inferiors=x(l:punts-1); % z(1)...z(punts-1)
>> extrems_superiors=x(2:punts); / z(2)...z(punts)
>> canvis_signe=funcio(extrems_superiors).*funcio(extrems_inferiors);
>> [canvisigne ,icanvi] = find(canvis_signe <0);
>> [x(icanvi),x(icanvi+1)]
ans =

0.2575 0.2576

4.2. L'ordre fzero()

Un cop disposem d’ un interval on hi hagi un zero delafuncid, en €l nostre cas [0.2,0.3]
per exemple, podem usar |’ ordre fzero () (present aMatlab i aOctave desdelaversio
3.2) que utilitza una série de metodes interns, per trobar una aproximacio d’ un zero dins
del'interval queli hem passat
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>> format long
>> aprox=[0.2,0.3];
>> arrel=fzero(@funcio,aprox) / troba el zero de funcio a aprozx

arrel = 0.257530272027944
>> funcio(arrel) /[ comprovem que es proper a zero
ans = -5.06792130483547e-08

i am Matlab n’ obtenim unaaproximacio lleugerament diferent:

>> format long
>> aprox=[0.2,0.3];
>> arrel=fzero(@funcio,aprox) / troba el zero de funcio a l'interwval
aproz |
arrel =

0.257530285439861
>> funcio(arrel) / comprovem que es proper a zero
ans =

4.440892098500626e-16

Defet, lafuncid fzero() retorna dos arguments, un amb €l valor de I'arrel aproximada
(arre1 en el codi anterior) i I’altre amb el valor lafuncié avaluada en €l zero (£ (arrel)).
Vegem-ho en Matlab:

>> [arrel,funcioarrel]l=fzero(@funcio,[0.2,0.3])
arrel =
0.257530285439861
funcioarrel =
4.440892098500626e-16

Per poder assegurar que |’ aproximacio de I’ arrel té un determinat nombre de decimals,
per exemple 7, prenem el tall alasetenaxifradecimal i comprovarem quelafuncié pren
valors amb signe contrari als nimeros amb aquest tall i al’ aproximacio6 per sobre:

>> tall_inferior=0.2575302 / aprozimacio per sota
tall_inferior =

0.257530200000000
>> tall_superior=0.2575303 / aprozimacio per sobre
tall_superior =

0.257530300000000
>> [funcio(tall_inferior),funcio(tall_superior)]
ans =

1.0e-06 =

-0.322849076805909 0.055017967515170

laqual cosa ens assegura que I’ arrel que busquem és 0.2575302. . ., és a dir, que té els
primers set decimals correctes.

Podem dibuixar lafuncié i el zero per veure-ho més graficament a través de les ordres
seglents:
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>> x=0:0.01:1; plot(x,funcio(x)); hold on;

>> [arrel,funcioarrel]=fzero(@funcio,[0.2,0.3]);
>> plot(arrel,funcioarrel, 'ro');

>> grid on; hold off

. . 3 T T T T T T T T Fig. 4.2

com veiem alafigura4.2. ; g : ; : : : ; Grafica de la funci6 i del
: : : : : : : zero trobat amb l'ordre

fsolve().

Si volem gjustar la crida de la funcio fzero() aMatlab i aOctave perqué ens doni €
mateix tipus de precisio, podem fer:

>> arrel=fzero(@funcio,[0.2,0.3],optimset('TolX',eps))
arrel = 0.257530285439860

on I’ ordre opcional optimset ('TolX',eps) faquelaconstant 'To1x' (que mesural’error en
lasoluci®) prengui el valor eps. Recordem que eps eral’ épsilon delamaquina, i aquest és
€l valor que pren Matlab per defecte quan crida fzero (). També podriem posar diferents
tolerancies, tot i que tolerancies més petites que eps no tenen efecte i convé no posar-les

>> arrel=fzero(@funcio,[0.2,0.3],0optimset ('TolX"',1le-1))
arrel =

0.300000000000000
>> arrel=fzero(@funcio,[0.2,0.3],optimset('TolX',1e-20))
arrel =

0.257530285439861

Es important que I’interval d’ aproximacié que proporcionem a la funcié fzero() com-
pleixi que el vaor la funcié de la qual volem trobar el zero prengui valors amb signe
oposat alsextremsi, segons €l teorema de Bolzano puguem assegurar que aguestafuncié
té un zero, encara que no sigui Unic. Vegem-ho amb els zeros de lafuncio f(x) = sin(x)
en diferents intervals, segons Matlab:

>> fzero(@sin,[-pi/2,pi/2])
ans =
0
>> fzero(@sin,[-pi/2,3*pi/2]) / te dos zeros
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???7 Error using ==> fzero at 293
The function values at the interval endpoints must differ in sign.
>> fzero(@sin,[-pi/2,5*%pi/2]) / te dos zeros
ans =
1.972152263052530e-31
>> fzero(@sin,[-pi/2,5%pi/2]) / te tres zeros
ans =
1.972152263052530e-31

La segona crida a tzero() dona problemes perqué la funcid pren valors amb el mateix
signe als extrems de I'interval, encara que tingui un zero al’interior. En el segon cas,
la funcio té tres zeros i el métode només en troba un. Es important, doncs, dibuixar la
funcié abans de posar-nos a buscar zeros.

4.3. El métode de la biseccio

El métode de la biseccié es basa en una aplicaci6 reiterada del teorema de Bolzano per
trobar una successio d’intervals encaixats, en els quals la funcié continua de la qual
volem cercar € zero pren valors amb signe oposat. A cada pas, dividim la longitud de
I"interval per lameitat.

Tant Matlab com Octave no tenen implementat e métode de la biseccié. De fet, €
metode de la bisecci6 té una convergéncia més lenta que els métodes implementats com
apart de I’ordre £so1ve (). Amb fins exclusivament didactics, donem el codi de funcié
seglient, extreta de [[16]:

function [zero,res,niter]=bisection(fun,a,b,tol,nmax,varargin)
BISECTION Find function zeros.
ZERO=BISECTION (FUN,4,B,TOL, N NMAX) tries to find a zero ZEROD
of the continuous function FUN in the interval [4,B] using
the bisection method. FUN accepts real scalar input z and
returns a real scalar value. If the search fails an errore
message is displayed. FUN can also be an inline object.
ZERO=BISECTION (FUN,A,B,T0OL,NMAX,P1,P2,...) passes parameters
P1,P2,... to fumction: FUN(X,P1,P2,...).

[ZERO ,RES ,NITER]= BISECTION(FUN,...) returns the value of
the residual in ZERO

and the iteration number at which ZERO was computed.

4.Quarteroni, F.Saleri, Introduction to the Scientific
Computing, 2003

R I I I e T T R

x = [a, (a+b)*0.5, bl;
fx = feval(fun,x,varargin{:});
if £fx(1)*£fx(3)>0
error ('Signs at the extrema must be different');
elseif fx (1) ==

zero = aj; res = 0; niter = 0;
return

elseif fx(3) == 0
zero = b; res = 0; niter = 0;
return

end
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niter = 0;
I = (b - a)*0.5;
while I >= tol & niter <= nmax
niter = niter + 1;
if sign(fx(1))*sign(£fx(2)) < 0
x(3) = x(2);
x(2) = x(1)+(x(3)-x(1))*0.5;
fx = feval(fun,x,varargin{:});
I = (x(3)-x(1))*0.5;
elseif sign(fx(2))*sign(£fx(3)) < 0
x(1) = x(2);
x(2) = x(1)+(x(3)-x(1))*0.5;

fx = feval(fun,x,varargin{:});
I = (x(3)-x(1))*0.5;
else
x(2) = x(find(£fx==0));
I = 0;
end

end

if niter > nmax
fprintf (['Stopping without converging to the tolerance',...
'because the maximum number of iterations was reached\n']);

end

zero = x(2);

x = x(2); res = feval(fun,x,varargin{:});
return

Per usar-la, podem fer com qualsevol altra funcié en Matlab/Octave. En primer lloc,
editem el fitxer bisection.m, ON copiem i enganxem la funcid (recordeu que hem de ser
al’espai de treball perque després la puguem usar). Un cop la tenim, ja la podem usar
indicant I’interval aon cercarem la solucio, [0.5,2] en el nostre cas, I error en la solucid
i el nombre maxim de passos iteratius que usarem. Suposem ara que busgquem la solucié
x=1del’ equaci6 X*(x* — 1) = 0i que a tuncio.m hi hem definit lafuncié:

>> bisection (@funcio ,0.5,2,1e-10,100) / cridem la funcio bisection.m
ans = 0.999999999970896

Aquesta rutinatambé ens pot informar del valor de f (x) per ala solucié aproximada que
n"hem obtingut (que esperem que sigui propera a zero) i del nombre de passos que ha
usat per calcular-la

>> bisection(@funcio,0.5,2,1e-10,100)

ans = 0.999999999970896

>> [ZERO,RES,NITER]= bisection(@funcio,0.5,2,1e-10,100)
ZERO = 0.999999999970896

RES = -5.82076609100793e-11

NITER = 33

>> funcio (ZERO) / comprovem que RES=f(ZER0)<le-10

ans = -5.82076609100793e-11
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Fig. 4.3

Grafica de la funci6
fix)=sin(sin(x)+1) a
linterval [-rt,m).

4.4. Maxims i minims de funcions

Per acabar aquesta practica, veiem un metode per trobar maxims i minims de funcions
enuninterval. Per afuncions derivables, podriem pensar que aquest problemaesredueix
atrobar zeros de la derivada i que, per tant, aixo esta molt relacionat amb el calcul de
zeros que acabem de descriure. A la practica, la majoria de paquets de calcul numeéric,
Matlab i Octave inclosos, usen algoritmes més elaborats.

Com a exemple, trobem ara tots els maximsi minims de lafuncio
f(x) =sin(sin(x) +1)

al’interval [—m, ). En primer lloc, definim lafuncié

function y=funcio(x)
y=sin(sin(x)+1);

i larepresentem graficament per veure-laal’interval [—, 7]

>> fplot(@funcio,[-pi,pil)
>> hold on / anirem afegint punts a la grafica

i, com observem alafigura 4.3, lafuncio6 té un minim absolut proper a —1.5, un minim
relatiu proper a 1.5 i dos maxims relatius on la funcié sembla que pren el valor maxim
que és 1 (clarament, lafuncio f pren nomésvalorsentreQi 1).

Lafuncié que usarem per a calcul de maxims i minims de funcions d'una variable és
I'’ordre fminbnd (), que“minimitza’ unafuncié en uninterval, aixo és, en cercael minim
global. Lasevasintaxi és

| xmin= fminbnd (@funcio,a,b)
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0N funcio €S lafuncié que volem minimitzar i a i b sOn els extrems de I'interval a on
volem minimitzar. Aquesta ordre ens retorna un valor xmin que conté I’ aproximacio del
minim absolut de lafuncié en Iinterval. Si volem que, amés, ensretorni €l valor minim
delafuncié enl’interval (el que seria funcio(xminim) podem cridar-la

[xmin,fmin]= fminbnd(@funcio,a,b)
Aixi, si I'apliquem alafuncio anterior, tindrem, en Matlab,

>> [xmin,fmin]= fminbnd(@funcio,-pi,pi)
xminim =
-1.570798671271796
fminim =
2.748246075157113e-12
>> plot(xmin,fmin,'ro') [/ afegim el punt al dibuiz

gue ésclarament e minim global delafuncié al’interval. Si canviem I'interval per poder
trobar el minim relatiu proper a 1.5, farem

>> [xminrel,fminrel]l= fminbnd(@funcio,1,2)
xminrel =
1.570796575954872
fminrel =
0.909297426825695
>> plot(xminrel ,fminrel,'go') / l'afegim al dibuiz

De nou, les opcions que usen Matlab i Octave sOn diferentsi aixo fa que els resultats
puguin variar lleugerament. Com passava amb la funcié fzero (), podem indicar explici-
tament el parametre 'To1x' per obtenir resultats més semblants. Aixi, en Octave tenim

>> [xmin,fmin]l= fminbnd (@funcio,-pi,pi) % TolX per defecte es le-8
xmin = -1.57079632014132

fmin = O

>> [xmin,fmin]= fminbnd(@funcio,-pi,pi,optimset('TolX',1e-4))

xmin = -1.57079867127180

fmin = 2.74824607515711e-12

Veiem, doncs, que amb I’ ordre fminbnd () podem anar trobant totsels minimsde lafuncio.
Com ens ho fem per calcular els maxims? Ca que observem que els maxims d’'una
funcio es troben ales abscisses on la funcié canviada de signe pren valor minim. Es per
aix0 que editem una funcié que contingui el negatiu de la funcid original, per exemple,

funcionegativa.m:

function y=funcionegativa(x)
y=-funcio (x);

i en calculem e'sminims
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>> edit 'funcionegativa.m'

>> [xmax ,fmaxneg]=fminbnd (@funcionegativa,-pi,pi)
xmax =

0.607470316111433
fmaxneg =

-0.999999999991398

>> plot (xmax ,-fmaxneg,'r*') / canviem el signe al mazim

>> [xmax2,fmaxneg2]=fminbnd (@funcionegativa,2,3)
xmax2 =

2.534132967939402
fmaxneg2 =

-0.999999999917098
>> plot(xmax2,-fmaxneg2,'g*"')
>> legend ('Funcio','Minim global', 'Minim relatiu',..
'Maxim absolut 1','Maxim absolut 2','Location', 'SouthEast')

on ladarrera ordre és perqué ens mostri lallegendadel grafic com alafigura4.4.

T 1 T i T = T
- Hg$4 % Sy T .
Grafica de la funci6 f / N \
amb els maxims i minims [ / \
relatius i absoluts a \ /
linterval -] ®°1\ /
\\ //
0.7 |\ / -
\‘ /
L \ / i
osf | /
\\ //
0.5 \ // 4
\ /
04l \ / |
\
\ /
0.3 \ / 4
\ /
0z \ // Funcio H
\ / © Minim global
01k \ / Minim relatu ||
) \ // * Maxim absolut 1
\\ / © Maxim absolut 2
ol MR . . ; :
3 2 -1 0 1 2 3

Observem que, en aquest cas, lafuncié és derivable i la seva derivada és
f'(x) = cos(sin(x) + 1) cos(x)

amb la qual cosa els zeros de la derivada que (llevat dels extrems de I’interval) son els
candidats a extrems son /2, 3w /2 i elsvaorsde x € [—, ] que compleixen

sn(x)+1= /2,

quesonarcsin(n/2—1)i m—arcsin(rw/2—1).

Finalment, observem que I’ ordre de minimitzacié fminbnd () NO Necessita que la funciod

sigui derivable. Aixi, per exemple, si volem trobar els extrems de lafuncié g(x) = |x| a
I"interval [—1,1], editem lafunci6 funcio2.m i hi escrivim
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function y= funcio2(x)
y=abs (x);

i fent

>> fminbnd (@funcio2,-1,1)
ans =
2.775557561562891e-17

observem com s aproximamolt a valor de zero, que és € minim absolut de lafuncié g.

4.5. Exercicis
4.1. Donadalafuncid
f(x) = —x?+ €“cos(x)
trobeu totes les arrels al’interval (—2,2). Comproveu que f en aquestes arrels és petita.
Resposta: —0.6465957907187801 1.14160179255309.

4.2. Tres amics fan un sopar en qué el plat estrella és una truita de patates que han fet i
gue volen dividir en tres parts d' areaigual. En comptes de dividir-lade maneraradial (en
tres sectors de 120°), decideixen fer-ho amb dos talls de ganivet paral-lels a un diametre.
Suposant que la truita és perfectament circular i deradi 1 (el normalitzem) i, després de

pensar-ho unamica, veuen que n' hi ha prou atrobar un vaor x € (0,1) que sigui solucié
del’equacio

arcsinx+xy1—x2 = T
4
Quin és aquest valor?
Resposta: 0.403972753299517.
4.3. Trobeu tots els maxims locals de lafuncio
f(x) =sin(sin(sin(x) +1) + 1)

al’interval (—m,7w)? No compteu els extrems de I’interval.
4.4. Trobeu €l zero de lafuncié seglent:

f(x) = x*+cos(x) — 2,
i comproveu que laresposta X, que indiqueu té 6 decimals correctes.
Resposta: 1.172577...
4.5. Trobeu un zero de lafunci6 seglent:

f(X) = x—cos(>?)

i comproveu que larespostax, que indiqueu compleix que | f (x)| < 1078

Resposta: 0.8010707652. ..
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4.6. Esquema de la practica

e Per trobar els zeros d’' unafuncié en Matlab/Octave, primer definim lafuncié en un
fitxer .m: per exemple, per trobar el zero delafuncio f (x) = €4 3x—x*—2al’interval
[0, 1] escrivim al fitxer ' funcio.m’

function y=funcio(x)
y=exp(x) +3.*x -x.72 -2;

e Per trobar uninterval aon lafuncié tingui un zero, representem lafuncié al’interval

x=0:0.01:1; y=funcio(x);
plot(x,y); hold on

i comprovem que lafuncid pren valorsamb signe oposat als extrems d' aquest interval.

e Un cop hem identificat un interval a on hi ha I'arrel que busquem (i que la
funcio prengui valors en signe contrari als extrems de I'interval), per exemple
aproximacio=[0.2,0.3], USem |’ ordre fzero (@funcio,aproximacio)

| arrel=fzero(@funcio,aprox)

gue ens dona |’ aproximacio de I'arrel Si, amés, volem conéixer el vaor delafuncid
en aquesta arrel (que ha de ser proper a zero), fen

| [arrel,farrel]=fzero(@funcio,aprox)

e Sivolem cridar lafuncio fzero () de maneraque doni resultats andlegsenMatlab i en
Octave, lesinstruccions son

arrel=fzero(@funcio,[0.2,0.3] ,optimset ('TolX"',eps))
[arrel ,farrel]=fzero(@funcio,[0.2,0.3],optimset ('TolX"',eps))

e Per comprovar que una aproximacio, per exemple 0.257530285439861, té€ 5 decimals
correctes, comprovarem que la funci6 pren valors amb signes oposats a 0.25753 i a
0.25754.

e Recordem que, si lafuncié ésun polinomi, ésmillor usar I’ ordre roots (). Per exemple,
per trobar totes les arrels de p(x) = x3(x* — 1) = x* —x?, farfem

|roots ([1,0,-1,0,01)
o Per trobar minims d’ unafuncié en un interval, usarem |’ ordre fminbnd ()

| [xmin,fmin]=fminbnd (@funcio,a,b)



Practica 4: Zeros i extrems de funcions %

gue troba una aproximacio xmin del valor de x on lafuncié funcio pren el valor minim
al’interva [a,bl, que serd fmin. Si volem trobar el maxim de la funcié al’interval
farem

‘[xmax,menysfmax]=fminbnd(@funcionegativa,a,b)

0N ara funcionegativa.m CONté lafuncié canviada de signe de funcio.m,

function y=funcionegativa(x)
y=-funcio (x);

i xmax sera € maxim global de la funci6 a l'interval a on aquesta prendra el valor

fmax=-menysfmax.

e Si volem especificar latolerancia de fminbnd (), fem

fminbnd (@funcio,a,b,optimset ('TolX',1e-4)) / TolX le-4 (Matlabd)
fminbnd (@funcio,a,b,optimset ('TolX',1e-8)) / TolX 1e-8 (Octave)
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Creacio i manipulacio de matrius

El llenguatge Matlab/Octave és especialment indicat per treballar amb matriusi vec-
tors. Defet, el nom del Matlab provéde Matrix Laboratory. En aquesta practica, veurem
com definir matrius de forma directa, introduint els elements un a un, o bé usant ordres
especifiques que generaran matrius amb una estructura determinada.

5.1. Matrius en Matlab/0Octave

A lapractica 2, hem vist que per definir un vector, haviem d'indicar-lo entre claudators
[1 i separant-ne els elements per mitja de comes o espais. Els vectors indicats d’ aquesta
manera son els vectors files. A Matlab/Octave, podem indicar els vectors columnes
separant-los per punt i coma, en comptes d' espai 0 coma. Observem el seglient:

>> v = [1, 2, 3] / wvector fila

1 2 3
>> v = [1; 2; 3] / wector columna

gue ens defineix, respectivament, v com un vector filai després com un vector columna.
En general, la manera de definir matrius és “enganxant” vectors columnes|’un a costat
del’altre. Aixi, per exemple, podem enganxar tres copies del vector v, I'unaa costat de
I’altra (com si fossin elements d'un vector fila), per crear la seglient matriu 3 x 3

A= [v, v, v]
A =
1 1 1
2 2 2
3 3 3
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Unaaltramanera d’ obtenir el mateix resultat és definir lesfiles préviament i “enganxar-
les’ verticalment com si fossin elements d’ un vector columna:

>> u=[1,1,1];
>> A=[u;2*%u;3*u]

A =
1 1 1
2 2 2
3 3 3

Aquest procediment d’ enganxar també &l podem aplicar amb matriusi vectors, cosa que
és molt practica quan hem d'augmentar matrius. Aixi, per afegir una nova fila a sota,
fem:

>> [A;4x*ul
ans =

=W N e
B W N -
W N -

Finalment, també podem definir lamatriu directament escrivint tots els elementsun aun

>> A=[1,1,1;2,2,2;3,3,3]

A =
1 1 1

2 2

3 3 3

Evidentment, totes les files d’ una matriu han de tenir la mateixa dimensié. Altrament,
ens trobem amb errors, tant en Matlab

>> A=[1,1,1;2,2,2;3,3] / error de dimensions
??7 Error using ==> vertcat
CAT arguments dimensions are not consistent.

comen Octave

>> A=[1,1,1;2,2,2;3,3] / error de dimensions
error: number of columns must match (2 != 3)
error: evaluating assignment expression near line 18, column 2

Per accedir als elements de matrius, ho fem de manera similar als vectors, és a dir,
mitjancant parentesis rodons, (,) indicant lafilai la columna de I’ element que volem
obtenir. Per exemple,

>> A=[1,2;3,4]

A =
1 2
3 4
>> A(1,2)
ans = 2
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obtenim I’ element ala primerafilai ala segona columnade lamatriu a. Aixo ho podem
usar per assignar nous valors a elements d’ una matriu:

>> A(1,2)=2010 / definim l'element (1,2)
A =

1 2010

3 4

També podem accedir a columnesi files d’ unamatriu usant rangs de vectors com els que
varem aprendre a la practica 3. Laidea general ésque, si fem a(rF,c) onri ¢ sOn rangs
de valors (0, més generalment, subconjunts d’ indexs) obtindrem la submatriu formada a
partir de 4 i que té com a elements els (i, j), de maneraque (i, j) € F x C. Ho podem
veure millor através d’'un exemple:

>> A=[1,2,3;4,5,6;7,8,9]

A =
1 2 3
4 5 6
7 8 9
>> A(1,[1,3]) % fila 1 % columnes 1 i 3 de 4
ans =
1 3
>> A([1,2],01,3]) / files 1 i 2 % columnes 1 i 3
ans =
1 3
6

Tambeé podem usar elsrangs de valorsde laforma inici:final, inici:pas:final O, finsi
tot, el simbol : que representa tots els possibles valors d’ una fila 0 una columna:

>> A(1:2,1:2:3) / el mateiz que A([1,2],[1,3]). Per qué?
ans =

1 3

4 6
>> A(1:2,1:3) [ el mateiz que A([1,2],[1,2,3]). Per qué?
ans =

1 2 3

4 5 6
>> A(1:2,:) / el simbol : wol dir tots els walors de la columna
ans =

1 2 3

4 5 6
>> A(:,:) ) tots els elements de la matriu. Tambe A(1:end,1:end)
ans =

1 2 3

5 6
7 8 9

Aquestes maneres d’ accedir a subelements d’ una matriu també les podem usar per rede-
finir elements d' una matriu. Per exemple, si volem canviar la primerafilade lamatriu a
fem
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>> A(1,:)=[3,2,1] / definim tota la fila 1

A =
3 2 1
4 5 6
7 8 9

si volem copiar la primera columnaalatercera (atenci6, perdrem €l valor de latercera),

>> A(:,3)=A(:,1) / copiem la columna ! a la 3

A =
3 2 3
4 5 4
7 8 7

o, finsi tot, si volem reassignar una part de lamatriu a una altra matriu

>> A(1:2,1:2)=[0,0;0,0] / fem zero una submatriu de 4

0 0 3
0 0 4
7 8 7

i afegir-li laprimerafilacom anovacolumnaaladreta:

>> [A,A(:,1)] 7 afegim a la dreta de 4 la seva columna I
ans =

0 0 3 0

0 0 4 0

7 8 7 7

5.2. Operacions amb matrius i vectors
5.2.1 Suma de matrius i producte per escalars
Abans de veure com es creen matrius amb formes especial's, repassem les operacions ba-

siques que es poden fer amb vectorsi matrius. En primer lloc, podem usar |es operacions
d espai vectorial, ésadir, podem sumar i multiplicar matrius per escalars

>> A = [1,2,3;4,5,6;7,8,9]

A =
1 2 3
4 5 6
7 8 9
>> 2%A / multipliquem A per 2
ans =
2 4 6

8 10 12
14 16 18
>> A-2%A ) operacions matricials
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ans =

-1 -2 -3
-4 -5 -6
-7 -8 -9

i enlasumacal que les dues matrius siguin de la mateixa dimensio; altrament, obtindrem
un error

>> A+A(1:2,1:2) J error de dimensions
7?77 Error using ==> plus
Matrix dimensions must agree.

on se'ns adverteix que les dimensions han de ser iguals.

5.2.2 Funcions aplicades element a element

Es possible també aplicar una funcié a una matriu, de la mateixa manera (i amb les
mateixes precaucions) com podem fer per avectors:

>> cos(pi*A) / element a element
ans =

-1 1 -1
1 -1 1
-1 1 -1

>> A+1 ) sumem 1 a tots els elements de 4
ans

2 3 4
5 6 7
8 9 10

El resultat de la primerainstruccio és clar. Prenem cadascun dels elements de la matriu
A, elsmultipliqguem per 7t i en calculem el cosinus. Aquest és un exemple d’ una operacié
element a element. En la segonaoperacio, € resultat de a+1 és sumar 1 atotsels elements
delamatriu a.

5.2.3 Operacions matricials

Poténciesde matrius: ~, mpower() Aquest comportament diferent d’ operacions element
a element i operacions matricials el podem veure clarament amb I’ exemple seglient. La

matriu
011

A= 0 0 1
0 0O

compleix que A* = A-A- A éslamatriu zero, ésadir, és nilpotent. Per comprovar aguesta
operacio en Matlab/Octave, fem

>> A=[0,1,1;0,0,1;0,0,0]

A =
0 1 1
0 0 1
0 0
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>> A~3 / momes wvalid per a matrius quadrades
ans =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

mentre que si el que voliem fer és €l producte element a element fariem

>> A."3 J elevem a 3 element a element
ans =

0 1 1
0 0 1
0 0 0

que ens donara €l producte element a element. Per tal de distingir millor entre les dues
operacions, podem usar I’ ordre mpower (4,3) (de matrix power) que és el mateix que fer
4~3 perd sense el perill de confondre’ ns amb I” operaci element a element.

En el cas de les operacions element a element, a part d' elevar els elements d’ una matriu
a un escalar, també podem fer a.-B, on 4 i B tenen les mateixes dimensions, i el que
obtindrem sera una nova matriu amb elements a?j".

Producte de matrius: *, mtimes() Amb el producte entre matrius s esdevé de manera
similar,

>> B=2%A J multipliquem per 2 la matriu

B =
0 2 2
0 0 2
0 0 0
>> AxB / producte matricial
ans =
0 0 2
0 0 0
0 0 0
>> A.*%B / producte element a element
ans =
0 2 2
0 0 2
0 0 0

és a dir, quan a i B s6n matrius (amb dimensions compatibles per a la multiplicacio),
a=B indica el producte matricial, mentre que .8 indica el producte element a element.
Si volem no enredar-nos, podem usar la funcié mtimes(a,B), que ens donara el producte
matricial (ésadir axB).

A Matlab/Octave, € producte matriu per vector és un cas particular del producte ma-
tricial. Aixo vol dir que per calcular A-v, on A és unamatriu amb k filesi | columnes, v
ha de ser un vector columnade dimensié |. Per exemple,
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>> A=[0,1,1;0,0,1] / matriu
A =
0 1 1
0 0 1
>> v=[1;1;1] / wector columna
v =

=R e

>> Axv / matriu per wector columna
ans =

2

1

i, en canvi, s fem el mateix perd amb v vector fila, ens donara un error

>> v=[1,1,1]; Axv
7?77 Error using ==> mtimes
Inner matrix dimensions must agree.

Per passar de vectors fila a vectors columna, podem usar |’ operacid transposar, indicada
per transpose(v) 0 Simplement v', que ens crea una nova matriu amb files i columnes
intercanviades, de manera que ara si que podem escriure

>> v=[1,1,1]1; Axv' / transposem el wector fila % passa a columna
ans =

2

1

Determinant i inversa d’una matriu: det(), inv() Donada una matriu quadrada A,
la seva inversa és una altra matriu quadrada, que escrivim com At i que compleix que
A-Al=ATA=1,0nl éslamatriu identitat de la mateixa dimensid. Per poder invertir
una matriu cal que & seu determinant sigui diferent de zero. A Matlab/Octave, €l de-
terminant d’'una matriu quadrada a es calculacom det(4) i lainversa, si n’hi ha, através
de inv(a), inverse(a) O bé A~(-1) (encara que amb aguesta darrera expressio correm €l
risc de confondre-laamb |’ operacié element aelement, a.-~(-1))

>> A=[1,-1;1,1]

A =
1 -1
1 1
>> det(A) / determinant de la matriu quadrada 4
ans = 2
>> B=inv(A) / inversa de la matriu quadrada 4
B =

0.500000000000000 0.500000000000000
-0.500000000000000 0.500000000000000
>> BxA /| producte matricial
ans =
1
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Divisié de matrius. /,m1div() A Matlab/Octave, S entén que la divisio de dues ma-
trius significa multiplicar una per lainversade I’ altra. Com que multiplicar per ladreta
o multiplicar per I’ esquerra no déna el mateix en el cas de matrius, cal que expressem,
per unabanda, ladivisié per ladretai, per I’ atra, ladivisio per I’ esquerra.

- Divisié per ladreta A-B%: Sindicacom a/B 0 bé com mrdivide(a,B) (de matrix
right divide) i cal que B no sigui singular:

>> v=[1,1,11; A=[v;v;v] / 4 es singular
A =

1 1 1

1 1 1

1 1 1
>> B=[1,1,1;0,1,1;0,0,1] / B no es singular
B =

1 1 1

0 1 1

0 0 1
>> A/B / el mateix que A*inverse(B)
ans =

1 0 0

1 0 0

1 0 0
>> mrdivide(A,B) / el mateix que 4/B
ans =

1 0 0

1 0 0

1 0 0
>> Axinverse(B) / el mateiz que A4/B
ans =

1 0 0

1 0 0

1 0 0

- Dividi6 per I'esquerra B~!- A: S'indica com B\a (atencié amb I’ordre) o bé com
mldivide (B,A) (de matrix left divide) i cal que B no sigui singular:

>> B\A
ans =
0 0 0
0 0 0
1 1 1
>> mldivide (B,A)
ans =
0 0 0
0 0 0
1 1 1
>> inv (B)*A
ans =
0 0 0
0 0 0
1 1 1

Quan les matrius no sén invertibles, surt un avis.
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5.3. Creacio de matrius especials

Sovint, hem d’ escriure matrius de dimensions molt gransi no és practic haver d’ introduir
el valor dels elements un a un (ni tan sols a través d’iteradors com €els de la practica 9).
Per facilitar aquesta feina, €l llenguatge Matlab/0Octave posaala nostra disposicié tot
un conjunt de rutines per dissenyar matrius de forma especial.

5.3.1 Matrius de zeros: zeros ()

Aquestainstruccio crea una matriu quadrada de zeros de dimensié x, quan es crida amb
un sol argument zeros (x), i Una matriu de x files i 1 columnes, quan es crida amb dos
arguments, zeros (k,1):

>> zeros(2) / matriu quadrada de zeros 22
ans =

0 0

0 0
>> zeros(2,3) / matriu de zeros 2z3
ans =

0 0 0

0 0 0
>> zeros(1,3) / wvector fila de zeros de dim. 3
ans =

0 0 0

5.3.2 Matrius d’uns: ones()

Fa el mateix que lafuncio zeros () perd omplint la matriu amb 1 en comptes de 0.

>> zeros(2,3)+1 [ el mateiz que ones(2,3)
ans =
1 1 1
1 1 1
>> ones(2,3) / matriu d'uns de 2z3
ans =

5.3.3 Matriu identitat: eye ()

Funciona analogament a la funcid zeros () perd omple els elements de la diagona prin-
cipal amb el valor 1 i larestaels deixaa 0. Per tant, quan eye (k) rep un Unic argument,
retorna lamatriu quadradaidentitat:

>> eye(2) /[ identitat 222
ans =
1 0
1

i, quan rep dos arguments, eye (n,m) funcionacom zero (n,m) pero posant unsaladiagonal
principal:
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>> A=eye(2,4) / A(1:2,1:2)=4dentitat. La resta zeros
A =
1 0 0 0
1 0 0

5.3.4 Matrius diagonals: diag()

Aquestafuncié es pot cridar amb un o dos arguments. Si es cridaamb un (nic argument,
diag(v), On v ésun vector (filao columna) de dimensié k, obtindrem una matriu quadra-
da, dedimensi6 x, quetétotsels elementsigual a0, llevat deladiagonal, ontéelsvalors
donats pel vector v

>> diag([1,1,1]1) / el mateiz que eye(3)
ans =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Quan cridem aguesta funcié amb dos arguments, diag(v,1), on v és un vector (fila o
columna) de dimensid x i 1 és un nombre enter, crea una matriu quadrada amb x+1 files
i x+1 columnes que conté v aladiagonal 1-ésima (comptant que la diagonal principal és
guan 1=0), i larestad’ elementsigual a 0. Ho podem veure millor amb un exemple. Per
generar una matriu 4 x 4 que tingui la diagonal per sobre de la diagonal principal igua
a(1,2,3), fem

>> diag([1,2,3]1,1) / [1,2,3] a la diagonal +1
ans =

w o o

0
>> diag
ans =

0

0
2
0
0
2,31,-2) 4 [1,2,3] a la diagonal -2

1
0
0
0
(

[1,

O O OO
O N O OO
O O O OO
O O O OO

Com a aplicacio, trobem quant val el determinant de la matriu quadrada seglient de
dimensio 10:

OQO0OOFrRRFPFPOOOO
OOFRFRPFRPOOOOO
OFrRrRFRPFRPOOOOOO
PRPPOOOOOOO
PRPOOOOOOOR

POOOOOOORrE
[cNeolololNoNoNoN N
[cNololoNoNaok i N e
OQO0OO0OO0OO0OkFrRRFRPFrLOO
OCO0OO0OOrRrRFRPFRLROOO
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Per no haver d' escriure els cent elements un a un, observem que, llevat dels elements
A 101 Ay, quevalen 1, i deles 3 diagonals centrals, que també valen 1, totalaresta son

0. Anem-ho afer pasapas.

=10

>> N

10
diag(ones(N,1))

diagonal principal

X

>> A

/ diagonal per sobre

A+diag(ones(N-1,1),1)

>> A

diagonal per sota

X

A+diag(ones(N-1,1),-1)

>> A

/ el que manca

=-1

ACL,N)

=_1;

>> A(N,1)

>> det (A)

ans
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5.3.5 Matrius aleatories: rand ()

El seu funcionament és analeg a la funcié zeros () perd, en comptes d’ omplir la matriu
amb zeros, I’omple amb nombres aeatoris uniformement distribuits a I'interval [0, 1].
Cada cop que cridem aquesta instrucci6 es crea una matriu diferent:

>> rand (2) / matriu aleatoria 2z2
ans =
0.728189496120894 0.360911792585134
0.785783767171848 0.381327499524045
>> rand(2) / matriu aleatoria 2z2
ans =
0.298292933495621 0.784069794760585
0.158944222497769 0.634316703362842

5.3.6 Canvi de dimensions de matrius: reshape ()

Aquesta funcio és Util per canviar laforma de matrius. Donada una matriu  dex filesi
1 columnes, lafuncid reshape (A,m,n), ONm i 1 SON dos nombres natural s que compleixen
gue k1, és igual amn, retorna una nova matriu de m files i 1 columnes formada pels
elements de a en & mateix ordre i llegits primer per filesi després per columnes. Amb
un exemple ho veurem millor:

>> a=1:12
a =
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
>> B=reshape(a,3,4) / a te 12 elements < la passem a 3z4
B =

1 4 7 10
2 5 8 11
3 6 9 12

>> reshape(B,4,3) / B te 12 elements ¢ la passem a 4z3
ans
9
10
11
12

W Nl
0w ~N o ;

mentre que, si no es compleix la condicié sobre el nombre de filesi columnes, retorna
un error.
5.3.7 Altres matrius especials

Matlab/Octave té altres rutines que permeten dissenyar formes especials de matrius.
A continuacid, en posem alguns exemples:

tril() i triu() Aquestesfuncionsserveixen per obtenir les matriustriangular superior
(triuQ) i triangular inferior (tri1()) apartir d' unaatra matriu:
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>> A=reshape(1:9,3,3)

A =
1 4 7
2 5 8
3 6 9
>> tril(A) / posa zeros per sobre la diagonal
ans =
1 0 0
2 5 0
3 6 9
>> triu(A) / posa zeros per sota la diagonal
ans =
1 4 7
0 5 8
0 0 9

També es poden cridar amb un enter triu(a,k) queindiqui ladiagonal a partir de la qual
omplim amb zeros, per exemple:

>> triu(A,-1) / posa zeros per sota la diagonal -1

ans =
1 4 7
2 5 8
0 6 9

vander () Lamatriu de Vandermonde d'un vector ¢ = (cy,...,C,) éslamatriu quadrada
formada per les poténcies de les components de ¢

gt ... & ¢ 1
ot ... ¢ 1
V = (gil e Cg Cs 1
ot d o 1

>> A=vander (1:4) [ matriu de Vandermonde de 1,2,3,4.

A =

1 1 1 1

8 4 2 1

27 9 3 1

64 16 4 1
>> det (A)
ans = 12
>> (4-1)*x(3-1)*(2-1)*(4-2)*(3-2)*(4-3)
ans = 12

on ala darrera instruccié hem comprovat la férmula que diu que el determinant de la
matriu de Vandermonde associat a vector ¢ ve donat pel producte

det(V)= [T (c—c).

1<i<j<n
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Sovint el que apareix com a matriu de Vandermonde és |a que té les columnes permuta-

des, ésadir:
1 ca ¢ at
1 e g G
16 ¢ G
1 ¢c & ... gt

Per obtenir-laen Matlab/Octave, usarem que 4:-1:1 ensdonael rang [4,3,2,11:

>> A=vander (1:4)

>> A(:,4:-1:1) [/ posa les columnes al reves.
ans =
1
8
27
64

[ |
W e
O © P =

Per canviar lesfilesd’ ordre, fariem a(4:-1:1,:).

blkdiag() Aquestarutinaens permet crear matrius diagonals per blocs, ésadir, dona
des n matrius quadrades

AL 0O -~ 0
B 0 A -~ 0
0 0 --- A,

i, per tant, és una matriu quadrada amb dimensi6 la suma de dimensions de cadascuna
de les matrius. Comprovem ara que €l determinant és el producte de determinants:

>> format short / perque es wvegti be el resultat
>> Al=rand (1) / donara diferent
Al = 0.8147
>> A2=rand(2) / donara diferent
A2 =
0.9058 0.9134
0.1270 0.6324
>> A3=rand(3) [/ donara diferent
A3 =
0.0975 0.9575 0.9706
0.2785 0.9649 0.9572
0.5469 0.1576 0.4854
>> A=blkdiag(A1,A2,A3) [ matriu de blocs 41,42 i 43
A =
0.8147 0 0 0 0 0
0 0.9058 0.9134 0 0 0
0 0.1270 0.6324 0 0 0
0 0 0 0.0975 0.9575 0.9706
0 0 0 0.2785 0.9649 0.9572
0 0 0 0.5469 0.1576 0.4854
>> det (A)-det (Al)*det (A2)xdet (A3)
ans =
0
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compan () Donat un vector v delongitud namb v(1) diferent de zero, A=compan(v) retorna
una matriu quadrada de dimensié n que conté 1 a la subdiagonal principa i que, ala
primerafilaés -v(2:n)/v(1). Per exemple,

>> A= compan([2,4,6,8]) / matriu companion de [2,4,6,8]

-2 -3 -4
1 0 0
0 1 0

A lapractica 10, veurem que aquesta matriu esta molt relacionada amb el polinomi que
defineix €l vector v; en aguest cas, 2x° + 4x? + 6x -+ 8. Ara per ara, ens limitem a obser-
var que si apliquem €l polinomi ala matriu (entenent que les poténcies sbn operacions
matricialsi que sumar un nimero és sumar la identitat multiplicada per aquest niUmero),
obtindrem la matriu zero:

>> 2xA~3+4*%xA~2+6*%xA+8*eye (3)
ans =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

5.4. Exercicis

5.1. Donadalamatriu seglient:

=

cNololoNoloNoNeNeN LN
CQOOOOOOONON
cNololoNoNoNoNt NeNoNV]
COO0OO0CO0OOM~MOOOAM
clololoNeol NoloNoNoNé)|
cNololoNololoNeoNeNeNe))
OCOO~NOOOOOON
QOO OOOOOO0Om
eN-JoloNoloNoNeNeNe o]
clololoNeololoNoNoloNe)

>

|
=
COONOUIARWNRO

=

Calculeu el determinant i comproveu que

5.2. Donadala matriu seglient:

17 24 1 8 15
23 5 7 14 16
A= 4 6 13 20 22
10 12 19 21 3
11 18 25 2 9

83



% Taller de Matematiques

que podem trobar fent magic(5) en Matlab/Octave, quant val el menor corresponent a
I’element (4,3)?

Resposta: —15600.

5.3. Trobeu el determinant de lamatriu 10 x 10 seguent:

V2 1 0 0 0O 0O O 0 0 -1
1+v2 1 0 0 0 0 0 0 O
O 1+v2 1 0 0 0 0 0 o0
0O 0 1+v2 1 0 0 0 0 O
0O 0 0 1+v2 1 0 0 0 O
0 0 0 0O 1+2 1 0 0 O0
0 0 0O O 0O 1+2 1 0 O0
0 0 0O O O 0 1 +v2 1 o0
0O 0 0O O O 0O 0 1 +v2 1
-1 0 0 0O 0O 0 0 0 1 +2
Resposta: 2.
5.4. Donadalamatriu seglient:
2 111
1211
A=111 21
111 2

digueu quant val e determinant del + A3, on | éslaidentitat.

Resposta: 1008.

5.5. Esquema de la practica

o Creaci6 de vectorsi matrius

[1,2,3] defineix un vector fila

- v

- v

[1;2;3] defineix un vector columna
- A=[1,2,3;4,5,6] defineix lamatriu

12 3
4 5 6
e Modificacié, ampliacio i reduccié de matrius:

- Accedir a elements d'una matriu A(fila,columna). Redefinir |'element

A(fila,columna)=nou_valor.
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Seleccionar submatrius; A(vector_de_files,vector_de_columnes). Per exemple,
A(1:2,[1,3]).

Seleccionar tota una fila 0 columna amb el simbol :. Per exemple, A(:,columnes)
selecciona totes les files i les columnes seleccionades al vector columnes, com ara
A(:,1:2), enl’ordre dels vectors.

Assi gnac:|c') de submatrius A(vector_de_files,vector_de_columnes) =
matriu_de_nous_valors. Per exempl (S A(:, 2) = [1, 1, 1]

Ampliacié de matrius. [a,B] ampliaaposant Ba la dreta (mateix nombre de files!)
i [a;B] amplia a posant B a sota (mateix nombre de columnes!).

Canviar files per columnes (transposar), transpose(a) 0 béa'.

Operacions sobre matrius:

Dimensions d’ una matriu size(a).

Sumai producte per escalars; a+B (dimensions!) i 2xa.
Operacions element aelement: a.+B, A./B, A."B, cos(4), A+1,...
Operacions matricials:

* Producte matricia (A-B): a+B 0 bémtimes(4,B)
* Poténcies de matrius (A¥) A~k, mpower (4,k).
* Determinant i inversa d’ unamatriu quadrada: det () | inv(a).

*

Divisio matricial per I’esquerra, (A~*- B) A\B=m1divide(4,B), O per ladreta, (B -
A1) B/A=nrdivide (B,4).

Creaci6 de matrius especials:

* Matrius de zeros zeros (n), zeros (n,m) i d' UNS ones(n), ones(n,m).

* Matriu identitat eye (n).

* Matrius diagonals diag(v) amb v Vector i diag(v,posicio) @amb posicio enter.
* Matrius aleatories rand (n) i rand(n,m).

* Carviar les dimensions: reshape ([1,2,3,4],2,2)=[1,2;3,4].

* Fer matrius triangulars inferiors tril(a) i superiors triu(a). També
tril(A,posicio) i triu(A,posicio).

* vander(v) mMatriu de Vandermonde associada a v.
* blkdiag(A1,A2,A3) matriu de blocs a1, a2 a3.

* Matriu companion d’un vector v: compan(v).
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Sistemes d'equacions lineals

En aguesta practica, estudiem com resoldre sistemes d’ equacions lineals del tipus
Ax=Dh

guan A ésunamatriu de mfilesi n columnes, b ésun vector de dimensié m, i busquem les
solucions x com un vector de dimensié n. Com bé sabem, aquesta solucié pot no existir o
bé, si existeix, pot no ser Unica, de manera que hem de veure també com discutir agues-
tes diferents possibilitats. Estudiem, en particular per ab = 0, €l conjunt de solucions
(I"anomenat nucli de lamatriu A), aixi com laimatge de la matriu A.

6.1. Resolucio de sistemes quadrats invertibles

El cas més senzill és quan aquesta matriu és quadrada i invertible (el seu determinant
és diferent de zero), la qual cosaimplica que el sistema té una Unica solucié. La solucié
d’ aquest sistema ve donada per

x=A"b

i, per tant, el podem calcular amb I’ ordre \ gque ens permet efectuar la divisié matricial.
Fem-ho ara amb la matriu de Vandermonde:

A=vander (1:5)

A =
1 1 1 1 1
16 8 4 2 1
81 27 9 3 1
256 64 16 4 1
625 125 25 5 1
i b el vector seglient:
>> v= cos(1:5) / [cos(1),cos(2),...,cos(5)]

v =
0.54030 -0.41615 -0.98999 -0.65364 0.28366
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gue hem de passar avector columna perque puguem usar |’ operador \ 0, equivalentment,
lafuncié midivide )

>> b=transpose(v); / igual que b=v'
>> x=A\b / igual que mldivide(4,b)
x =
-0.034868
0.436610
-1.556664
1.180289
0.514935
>> Axx-b / comprovem el resultat
ans =
.0000e+00
.5611e-17
.4409e-16
.0000e+00
.2164e-16

~N O B 01 O

El fet d' haver triat la matriu de Vandermonde associada a 1:5 té com a conseqiiéncia
que, s fem

>> polyval(x,1:5) / avaluem el pol. = en 1:5
ans =
0.54030 -0.41615 -0.98999 -0.65364 0.28366

obtenim el mateix que €l vector v. Interpretat com a polinomi, doncs, aguest vector
representa |’anomenat polinomi interpolador que en 1:5 pren els valors prescrits.

Es podria pensar que aguesta expressio és equivalent ala seglient:

>> B=inv(A); x=B*v' [ no es optim
x =

-0.034868

0.436610

-1.556664

1.180289

0.514935

pero aix0 no és gens optim, jaque primer calculalainversade a, que pot ser molt costos
en temps i poc acurat quan la dimensio de a és gran i després ho multiplica per v'.
Per tant, no hem d' utilitzar lafuncio inv() llevat que necessitem lainversarealment. S
voleu veure un exemple de com es pot aentir un codi amb aquesta manera, podeu mirar
d’ executar el seguient:

>> N=2000; A=rand(N,N);v=cos(1:N); / matriu aleatoria de dimensio N

>> t= cputime; x=A\v'; cputime - t / ens dona el temps de calcul
ans = 2.1595

>> t= cputime; B=inv(A); x=Bx*v'; cputime - t

ans = 6.1599
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6.1.1 Cas no invertible, primeres impressions

En cas que lamatriu sigui quadrada perd no invertible, larutina ens donaraun error, pero
al mateix temps intentara donar una possible solucié del sistema d’ equacions correspo-
nent. Provem-ho amb la matriu seglient:

16 2 3 13
A_| 511 10 8
9 7 6 12
4 14 15 1

gue correspon aun quadrat magic (lasumadetoteslesfilesi columnesval el mateix), en
aquest cas singular, i que podem obtenir amb Matlab/Octave

>> A=magic(4) / un quadrat magic 4z

A =
16 2 3 13
5 11 10 8
9 7 6 12
4 14 15 1
>> sum(A(1,:)) 7 suma de la primera fila
ans = 34
>> sum(A(:,3)) / suma de la tercera columna
ans = 34

Intentem resoldre ara e sistema d’ equacions seguient:

16 2 3 13 X 1
5 11 10 8 x | |1
9 7 6 12 xs | | 1

1

4 14 15 1 X4

Vegem qué passa s I'intentem resoldre amb Octave:

>> A=magic(4); b=ones(4,1); x=A\b / error,rang(4)</4
warning: matrix singular to machine precision, rcond = 4.89645e-18
warning: attempting to find minimum norm solution
warning: dgelsd: rank deficient 4x4 matrix, rank = 3
x =

.029412

.029412

.029412

.029412

>> A*x [ comprovem el resultat

ans =

.0000

.0000

.0000

.0000

[l eNe]

e e e

ens surt un avisi un possibleresultat i en Matlab també:
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>> A=magic(4); b=ones(4,1); x=A\b / error,rang(4)</4
Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.
Results may be inaccurate. RCOND = 1.306145e-17.
x =
0.0588
0.1176
-0.0588
0
>> A*x ) comprovem el resultat
ans =

e

Tant en un cas com en |’ altre, el sistema ens avisa que € rang de la matriu (el nombre
de files o columnes linealment independents) és 3 < 4 i que, per tant, intentara trobar
una solucio particular. Observem que la solucio que ha trobat Octave és multiplicar b
per 1/34, que ésla sumade filesi columnes indistintament. Com que la suma de files
sempre val 34, el resultat sera €l correcte. En €l cas de Matlab ens donaun altre valor,
en que la tercera component val 0. En tots dos casos podem comprovar que a+x dona
efectivament un vector columna d’ uns.

Vegem aracom trobar aquest rang i estudiar |es solucions de sistemes lineal s no necessa
riament quadrats. Per fer-ho, introduirem I’ anomenada forma esglaonada reduida d’ una
matriu, que permet coneixer el conjunt de solucionsd’ un sistemalineal.

6.2. Forma esglaonada reduida d’una matriu

En Matlab/Octave, latécnica que s'usa per ala discussié de sistemes lineals és una
variant del procés d’ eliminacié de Gauss per tal d aconseguir, através de transformaci-
ons elementals, passar la matriu a |I’anomenada forma esglaonada reduida. Aixo es fa
mitjancant |’ ordre rref ).

Vegem-ho amb un exemple. La funcio rref () opcionalment ens déna un vector que ens
informa de les variables que hem usat com a pivot,

>> A=magic (4);
>> [R,jbl=rref(A) / R=rref(4) amb els pivots a jb

R =
1.00000 0.00000 0.00000 1.00000
0.00000 1.00000 0.00000 3.00000
0.00000  0.00000  1.00000 -3.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
ib =
1 2 3
de manera que

- r = length(jb) donael rang de a.
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- jb conté ds indexs de les variables que usem com a pivot en resoldre Ax = b. Les
columnes corresponents son les columnes pivot.
- R(1:r,jb) éslaidentitat.

Observem que, com que en el nostre cas jb=[1,2,31, ax0 significa que no hem pivotat en
cap moment. Per exemple, si fem

>> A=magic(4); A(:,1)=zeros(4,1)

A =
0 2 3 13
0 11 10 8
0 7 6 12
0 14 15 1
>> [R,jbl=rref (A)
R =
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
ib =
2 3 4

significa que hem usat les variables x,, X; i X, com a pivots (de fet, la variable x; no
apareixiaalesequacions) i, per tant,

>> r =
r = 3
>> R(1:r,jb) / la identitat 3z3
ans =

1 0 0
0
0 0 1

length (jb) % rang 3

e

Per entendre millor el procediment de rret () calculem laforma esglaonada reduida d’ u-
na matriu A sense usar aguesta ordre i després ho compararem amb €l resultat que ens
ofereixen Matlab/Octave:

>> A=[1,0,1,0,3;1,0,3,6,7;2,0,4,6,10]
A=1 01 0 3
1 03 6 7

2 04 6 10
>> A(2,:)=A(2,:)-A(1,:) % restem la fila 1 a la 2
A =
1 0 1 0 3
0 2 6 4
0 4 6 10
> A(3,:)=A(3,:)-2%A(1,:) / restem 2%filal a fila3

0 1 0 3
0 2 6 4
0 2 6 4

OO P>V NO
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ara ja hem obtingut zeros a la primera columna llevat del primer element. Com que la
segona columna és tota plena de zeros, hem d’ usar com a pivot latercera columna, aon
hem d’ aconseguir un zero alaposici6 4(2,3):

>> A(3,:)=A(3,:)-A(2,:) / restem fila2 a fila3

A =
1 0 1 0 3

0 0 2 6 4

0 0 0 0 0

>> A(2,:)=A(2,:)/2 / dividim la fila2 per 2

A =

1 0 1 0 3

0 0 1 3 2

0 0 0 0 0

>> A(1,:)=A(1,:)-A(2,:) / restem fila2 a filal

A

1 0 0o -3 1
0 0 1 3 2
0 0 0 0 0

gue és, finament, laformaesglaonadareduidadelamatriu original a. El vector de pivots,
gue son les columnes respecte de les quals hem pivotat seran, doncs, [1,31. Vegem ara
com I’ ordre rref () ens ddna aquest mateix resultat:

>> A=[1,0,1,0,3;1,0,3,6,7;2,0,4,6,10]; / cal introduir-la de nou
>> [R,jbl=rref (A)

6.3. Imatge i nucli d'una matriu
6.3.1 Calcul de la imatge
Acabem de veure que, per a calcul del rang d' una matriu, n"hi ha prou a comptar €l

nombre de columnes pivot en calcular la forma esglaonada reduida d’ una matriu. Si ho
volem fer directament, podem usar la funcio rank (4)

>> A=magic (4)

A =
16 2 3 13
5 11 10 8
9 7 6 12
4 14 15 1
>> rank(A) / rang de la matriu 4
ans = 3
>> [R,jbl=rref(A); length(jb) / donara tambe el rang
ans = 3
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i, per tant, hi hatres files (o tres columnes) linealment independents. Recordem que jb
ens dona el's indexs de columnes independentsii, per tant,

>> rank(A(:,jb))
ans = 3

Igualment, com que laimatge de A és el subespai generat per les columnes, les columnes
pivot en formen unabasei, per tant,

- A(:,jb) ésunabase delaimatge de a.

>> A(:,jb) / base de la imatge de 4
ans =

2 3 13
11 10 8
7 6 12
14 15 1

6.3.2 Calcul del nucli

El calcul d’'una expressié parametritzada del nucli d’ una matriu també es pot fer a partir
de la forma esglaonada reduida, usant que la matriu A és similar a la matriu r i que
R(1:r,jb) €slaidentitat. En efecte, recordem que el nucli d’una matriu és |’ espai lineal
de vectors x € R", de manera que Ax = 0. Si ens fixem en la forma esglaonada reduida,
gue haviem calculat abans,

>> A=[1,0,1,0,3;1,0,3,6,7;2,0,4,6,10];
>> [R,jbl=rref (A)
R =

1 0 0 -3 1

0 0 1 3 2

0 0 0 0 0
ib =

1 3

veilem que el sistemad’ equacions Ax = 0 ésequivalent aRx= 0, d’on I’ espai nul ve donat
per les equacions

X —3%+X =0,
Xg+ 3%+ 2% =0

gue ens deixen expressar la solucié en forma parametritzada en termes de les variables
independents x,, X, i X5 (I€s que no son pivot):

Nucli (A) = {(3X3 — X5, X2, —3Xs — 2%5, X4, X5) € R>; (X2, X4, %) € R3}.

Si volem obtenir una base d’ aguest espai, podem donar valors linealment independents a
les variables independents. Per exemple, una base és:

Nudli (A) = ((0,1,0,0,0),(3,0,—3,1,0),(~1,0,—2,0,1))

93



% Taller de Matematiques

i podem comprovar que la matriu B que té aquests elements com a columnes compleix

que AB=0
>> B=[0,3,-1;1,0,0;0,-3,-2;0,1,0;0,0,1]
B =
0o 3 -1
1 0 o0
0 -3 -2
o 1 o
o o 1
>> A%*B
ans =
o o0 o
o o0 o
o o0 o

Per estalviar-nos aguesta feina, tant Matlab com Octave disposen de lafuncié nu110),
gue retorna una base del nucli de lamatriu A. Per exemple, en Matlab obtindrem, per a
la mateixa matriu que abans,

>> B=null(A)

B:

-0.090670741455171 -0.155346175028831 -0.913407384037675
0.984914997649172 -0.157835440158803 -0.070925462533632
0.141913559500196 0.930181831028838 -0.099299537219049

-0.035917226934504 -0.137874909009611 -0.191946136761811

-0.017080939348342 -0.258278552000002 0.337568973752241

mentre que aOctave

>> B=null(A)

B =
0.10178535502051834 -0.07020580394497834 0.92270122643380781
-0.94696563078230744 -0.31101088166404989 0.08079805445440508
0.27724713365307185 -0.88843922982695855 -0.17043431879680729
-0.00818626929022618 0.08311418021522245 0.22398186351826926
-0.12634416289119671 0.31954834459064563 -0.25075563587900018

Encara que la base surti diferent en tots dos casos, es compleix que a+B és (molt proper
a) zero en ambdos casos. Aixo il-lustra el fet que hi ha moltes bases possibles per a un
mateix subespai lineal.

Complement: Consideracions sobre |’ estabilitat

Es important tenir en compte que les ordres rank(), nul1() i rref() NO €S comporten
bé per petites pertorbacions i que depenen d’una tolerancia que fixem a priori com a
argument opcional. Per exemple:

>> B=[1,1,2;1,1.0001,2]

B =
1.0000
1.0000

1.0000
1.0001

2.0000
2.0000
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>> rank(B)

ans = 2
>> rank(B,1e-3) / precisio per al rTang
ans = 1

Hi ha matrius, a més, que estan mal condicionades per a aquest tipus de problemes, és
a dir que donen mals resultats. Per exemple, la matriu de Vandermonde en 1:12 sabem
gue ésinvertible perque el seu determinant és diferent de zero (el vector 1:12 no té dues
components iguals). En canvi si en calculem €l rang,

>> rank(vander (1:12)) / problemes numerics...
ans = 11

cosa que ésincorrecta.

6.4. Aplicacio a la discussio de sistemes d’equacions lineals

Els conceptes que acabem de veure ens permeten discutir |’ existéncia de solucions de
sistemes lineals. En efecte, considerem un sistema Ax = b, amb

an Qg ... Qi X1 b,
Ay Ay ... an Xz b,
Qm ap ... am Xn B

Si A, éslamatriu ampliada amb b com a darrera columna, en podem distingir diferents
casos, segons el teorema de Rouché-Frobenius:

e Sirang(A) =rang(A,), € sistema és compatible.
- Sirang(A) = n, el sistemaés determinat i té una Unicasolucié, x = A'b, s m=n.

- Sirang(A) =rang(A,) < n, €l sistema és compatible indeterminat i té infinites solu-
cions.

e Sirang(A) < rang(Ay), €l sistemaésincompatiblei no té solucions.

Les solucions es calculen facilment a partir de la forma esglaonada reduida de la matriu
ampliada A,, prenent com a variables dependents les pivot. Vegem-ho amb una serie
d’ exemples.

6.4.1 Sistema compatible determinat

Considerem €l sistemad’ equacions lineals seglient:

X1+X2+X3: 6,
X1 — 2% = 4,
X2+X3 == 2
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i lasevamatriu augmentada en Matlab/Octave

>> A=[1,1,1;1,0,-2;0,1,1]
A =
1 1
0o -2

0 1 1
>> b=[6;4;2]; / terme independent
>> Aamp=[A,b] % matriu ampliada

=

Aamp =
1 1 1 6
1 0o -2 4

0 1 1 2

per alaqual calculem el rang i laforma esglaonada reduida:

>> rank (Aamp)
ans = 3
>> [R,jbl=rref (Aamp)
R =

1 0 0 4

0 1 0 2

0 0 1 -0
ib =

1 2 3

de manera que de laforma reduida obtenim que la soluci6 és senzillament
X1 =4,%=2,%=0

i que és el mateix que obtindriem fent

>> A\b
ans =
4
2
-0

6.4.2 Sistema incompatible
Considerem aral’ exemple de sistema d’ equacions lineal s seglient

Xl + X2 + X3 == —6,
Xl - 2X3 = 4,
2X1 - X3 == 18

Definim la matriu augmentada en Matlab/Octave:

| >> A=[1,1,1;1,0,-2;2,1,-1]
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A =
1 1
0o -2
2 1 -1
>> b=[-6;4;18]; / terme independent
>> Aamp=[A,b] / matriu ampliada
Aamp =
1 1 1 -6
1 0 -2 4
1 -1 18

1
1

i en calculem laforma esglaonada reduida:

>> [R,jbl=rref (Aamp)

R =
1 -2 0
o 1 3 o0
0 0o 1
jb =
1 2 4

d’ on veiem que e sistema és incompatible ja que obtenim I'equacié 1 = 0 (el rang de
I"'ampliada és 3, mentre que el rang de la matriu del sistema és només 2).

Usdel’ordre A\b en sistemesincompatibles

Quan el sistema no tingui cap solucid I’ ordre x=a\b No ens pot donar cap solucié que
compleixi que ax sigui b. Aixi, al’exemple anterior, en Matlab

>> A\b
Warning: matrix singular to machine precision.
ans =

-Inf

-Inf

-Inf

mentre que en Octave també ens avisa, perd ens déna un valor

>> A\b
warning: matrix singular to machine precision, rcond = 0
warning: attempting to find minimum norm solution
warning: dgelsd: rank deficient 3x3 matrix, rank = 2
ans =

3.33333

1.00000

-3.66667

Podem comprovar que aquest valor no és cap soluci6, sind que ens triaun valor especial
gue té a veure amb quant Ax S aproximamés a b sobre tots els vectors x de R3.
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Aix0 també ens passara quan tinguem un sistema sobredeterminat, amb més equacions
gue incognites i que no tingui solucié (cosa que succeeix, en general, en els sistemes
sobredeterminats). Per exemple, si intentem resoldre

X+ 2% +5% =1
4%, + 3% +6X; = 0
5X; +4%, + 7% = 0
6X; +7%+8%x; =0

farem

>> A=[3,2,5;4,3,6;5,4,7;6,7,8]

A =
3 2 5
4 3 6
5 4 7
6 7 8

>> b=[1;0;0;0];
>> v=A\b / atencio 4 no es quadradal!!!
v =

-2.16667

0.33333

1.33333

>> A*v ) comprovem que mo es la solucio
ans =

8.3333e-01

3.3333e-01

-1.6667e-01

4.7740e-15

Larad ésqueMatlab/Octave interpretaquel’ usuari jasap que el sistemano té solucié
i, per tant, dona el vector que minimitza el valor axv en un cert sentit. Es per aixo que
cal anar amb compte amb €ls sistemes no quadrats perqué no podem usar |’ ordre a\b
cegament i cal comprovar-ne sempre la solucio.

6.4.3 Sistema compatible indeterminat

Considerem, com a exemple, el sistema

X1+ X+ X = 6,
Xl_ 2X3: 4,
2%+ % — X3= 10,

definim de nou lamatriu i la seva ampliada

>> A=[1,1,1;1,0,-2;2,1,-1];
>> b=[6;4;10];
>> Aamp=[A,b]l / matriu ampliada
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1 0 -2 4
1 -1 10

i en calculem laforma esglaonada reduida

>> [R,jbl=rref (Aamp)

R =
1 0 -2 4
o 1 3 2
0o 0o o0 o0
jb =
12

El sistema és compatible indeterminat, ja que € rang de la matriu del sistemai e de
la matriu ampliada son iguals, perdo menors que €l nombre d’incognites. Les solucions
vénen donades per les equacions que satisfan les variables independents (les que no son
pivot)

X — 2% = 4,

Xz + 3X3 = 2

0, equivalentment, per

X]_ = 4+2X3
X2 = 2—3)(3

on veiem clarament que x; és la variable independent.
Per veure' n un altre exemple, considerem €l sistemalineal segtient:

—4X — Do+ 2Ky — s+ A% = 2,
Ax X — 3 + X — 4%
X1 — 2% — 33Xy + X5 —Xg = —3,
—2X— 2%y = —2.

I
I
w

gueté sisincognitesi quatre equacions. Definim directament la matriu ampliada

>> Aamp=[-4,-2,0,2,-4,4,2;4,1,0,-3,4,-4,-3; ... /...= partim la linta
1,-2,0,-3,1,-1,-3;0,-2,0,-2,0,0,-2]
A =
-4 -2 0 2 -4 4 2
4 1 0 -3 4 -4 -3
1 -2 0 -3 1 -1 -3
0 -2 0 -2 0 0 -2

i en calculem laformareduida

|>> [R,jbl=rref (Aamp)
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R:
1 0 -0 -1 1 -1 -1
0 1 -0 1 -0 -0 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
ib =
1 2

El sistema és, doncs, compatible indeterminat i les solucions vénen donades per les
equacions que ensindica

>> R(jb,:)

ans =
1 0 -0 -1 1 -1 -1
0 1 -0 1 -0 -0 1

ésadir,

X=X+ X=X = —1
Xo+X =1

X1=—1+X— X+ X
Xo=1—X%,

de manera que X4, s, Xs € R s0n variables independents, i x; i X, sOn les dependents.

Usdel’ordre A\b en sistemes compatibles indeter minats
Com abans, podriem aplicar ingénuament I’ ordre a\b per trobar unade les solucions que

té el sistema. En aguest cas, el comportament en Matlab i en Octave ésdiferent. Aixi,
en Octave:

>> xpart=A(:,1:3)\A(:,4) / problemes amb la particular

warning: matrix singular to machine precision, rcond = 0
warning: attempting to find minimum norm solution
warning: dgelsd: rank deficient 3x3 matrix, rank = 2
xpart =

3.71429

2.42857

-0.14286

>> A(:,1:3)*xpart / comprovem que es solucio
ans =

6.0000

4.0000

10.0000

obtindrem xpart com a solucié particular i un avis que el rang és 2 i que, per tant, hi ha
un conjunt infinit de solucions. En canvi, en Matlab, €l sistema ens déna un avis pero
cap solucio:
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>> xpart=A(:,1:3)\A(:,4) / problemes amb la particular
Warning: matrix singular to machine precision.
xpart =

NaN

NaN

NaN

De nou, cal ser molt curosos al’ horad' aplicar a\b amb sistemes no quadrats!

6.5. Exercicis
6.1. Discutiu e sistema d’ equacions seglient:

X +2%+5%; =1
Ax; + 3%+ 6x3 = 2
BX; +4% +7X; = 3
6X; + 7%+ 8% = 4

Resposta: El sistema és compatible determinat i lasevasolucié val (2,0,—1).

6.2. Donat € sistema d’ equacions seglient:

1 -1 0 0 0 O % 9
0 1 -1 0 0 O % ~50
0O 0 1 -1 0 O X5 130
0 0 0 1 -1 O x, | | —150
O 0 0 0 1 -1 X5 80

1 0 0 0 0 1 X6 ~100

trobeu una solucid que compleixi que xs = 0.
Resposta: x; = 100,%, = 10,%; = 60,x, = —70,x; = 80.

6.3. Donadalamatriu A segiient:

o

o b~ O O OO OO
© Ol OO O O O
O N O O O OO
~N W O O o ok

10 11
14 15

O OO O O0OO0OO0O WPk
O OO OO0 wOoOoo
OO0 OO ~NP~F, OO
O O O O 00U NhNO O

O OO OO OOoONMN

=Y
N
=Y
w

Quin és e seurang?
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6.6. Esquema de la practica

Resoluci6 de sistemes quadrats compatibles determinats Ax = b: a\b, On A és unama-
triu quadrada no singular i b és un vector columna amb el mateix nombre d’ elements
gue la dimensié de la matriu. Comprovaci6 del resultat: ax(a\b) ha de ser proper a
zero.

Rang d'unamatriu; rank(a).

Forma esglaonada reduida d’ una matriu: [r, jb]=rret (4), ON R és la forma esglaonada
reduida, de manera que:

- r = length(jb) dénael rang dea.
- jb conté el's indexs de les columnes pivot.
- R(1:r,jb) éslaidentitat.

Calcul delaimatge de a: a(:,jb) ésunabase de laimatge de a.

Calcul del nucli de a: nu11(a) dona una base del nucli de a. També podem trobar-ne
una usant laforma esglaonada reduida [r, jbl=rref (8): €l Sistemad equacionsRx =0
ens déna una expressio parametritzada del nucli de a, prenent com a variables inde-
pendents les no pivot. Només cal, doncs, assignar-los valors linealment independents.

Resoluci6 de sistemes d’ equacions generals Ax = b:

- Esincompatible si rank(a) < rank([a,b]). L’ Ordre a\b pot retornar un vector x que
minimitza Ax— b en algun sentit perd que no ésla solucio.

- Es compatible S rank(a) = rank({A,b]) i € sistema equivaent
R(:,1:end-1) x= R(:,end), ON [R,jbl=rref([A,b]) &S la forma esglaonada re-
duida de la matriu ampliada, déna directament la solucié parametritzada prenent
com a variables dependents |es indicades per jb.
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Meétodes d'integracid numeérica

Els métodes d'integracié numeérica per a integrals definides permeten obtenir-ne una
aproximacié numerica sense haver de conéixer una primitiva. Aixo ésimportant, ja que
molts cops no coneixem una primitiva de la integral (penseu en [ e*dx) o bé és molt
complicada d' avaluar. Els métodes que veurem son de dostipus: simplesi composts. Els
métodes simples que presentarem aproximen unaintegral en un interval compacte atra-
vés d’' unacombinacio lineal devalorsdelafuncié en els extrems (en €l cas dels trapezis)
i d'un punt intermedi (en el cas de la férmula de Simpson). Els métodes compostos di-
videixen I’interval en un nombre de subintervals més petitsi en cadascun d’ aquests usen
un metode simple.

7.1. El métode dels trapezis

El métode delstrapezis aplicat aunafuncid f : [a,b] — R consisteix a aproximar el valor
delaintegral per lamitjana dels valors en els dos extrems:

/bf(x)dxz (b—a) B+ 1D)

i té la interpretacid grafica que es mostra a la figura 7.1. Per trobar aquesta férmula,
busquem €ls coeficients W, | W, de manera que laformula

/bf(x)dXZV\/of(a)JrV\/lf(b)

sigui exacta per als polinomis de grau més gran possible. En aquest cas, com que nomes
tenim dues incognites, W i W;, només podem imposar que sigui exacta sobre els polino-
mis de grau 1. Com que larelacié és lineal, n'hi ha prou a imposar-ho sobre una base,
com per exemple 1i x— (a+b)/2. Aixi, tenim un sistema de dues equacions amb dues
incognites:
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Fig. 7.1
Il-lustracié del métode
dels trapezis simple.

3

T T
L Trapezis Simple

Funcio

0.5

b
/ 1dx = b—a=1-Wy+1-W,

b a+b a—b b—a
/ (XT> d=0="5 Wt W

que dénacom asolucio W, =W, = (b—a)/2.

Error en el métode delstrapezis

Per aunafuncio f : [a,b] — R dos cops derivable amb continuitat, I’ error d’ aplicar la
formula dels trapezis simple s obté de laigualtat seglient:

/:f(x)dx: (b—a)w _gf@(g)

Férmulatrapezis simple Error trapezis simple

on f@(&) indica la derivada segona de f en un cert punt £ € (a,b) i h=b—aésla
longitud de I’ interval. Per exemple, si tenim lafuncié f(x) = (x—a)? en [a,b], aeshores
I"error seria

h? h?
_ @] - _
128

Error trapezis simple de(x — a)* = 6

jaque laderivada segona de f és constant igual a 2.
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7.1.1 El métode compost

Com hem dit, laidea d’ un metode compost és dividir I'interval [a,b] en n subintervals,
iguals en € nostre cas, i en cadascun d’ aguests apliquem un métode d’ integracié nume-
rica (per exemple, el del metode dels trapezis), tal com s'indica a la figura 7.2. Sumant

les formules de cadascun dels intervals, obtenim la formula composta de trapezis en n
subintervals o, equivalentment, de pash = (b—a)/n,

/bf(x)dxz %l(f(xo)+2f(x1)+2f(xz)+--~+2f(xn,1)+f(xn))
on

Xk=a+kb;na, perak=0,1,...,n

3 ‘ ' : ' Fig. 7.2
C 1 Trapezis 2 Intervals II-lustraci6 del métode
Funcio dels trapezis compost

amb dos intervals.

0.5

Error en el métode delstrapezis compost

Es pot veure que la formula que ens dona I’ error en el métode del's trapezis compost per
aunafuncio f : [a,b] — R, dos cops diferenciable amb continuitat, obtingut en dividir
I"interval [a,b] en n subintervals delongitud h = (b —a)/n, E; (h), éslaseglent:

Er(h) = ", )

on & € (a,b). Observem que, a mesura que prenem més subintervals (augmentem la

n), I’error és cada cop més petit (direm que és d’odre h?). Al final d’aguest apartat es
demostra aquesta formula.
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Com aexemple, calculem ara, amb un error menor a 1072, laintegral

l 2
/e%dx
0

En aquest cas, f(x) = &°. Per poder aplicar laférmulade |’ error d' abans, cal que n’ aco-
tem la seva derivada segonaen [0, 1]:

f"(x) = 2 + 4x%e = |f"(x)| < 6e, x¢€[0,1]

Podem usar laformuladel’ error:

h? h? h? e,
— |7 < _F
Ex ()] = D1 1(E)] < 15 sup [700)] < 6o Sh

xe(0,1]

Si volem que’ error sigui menor a10-2, cal que trobem un h = (1—0)/n de maneraque

e 2 2
<1 < - oh -1 ~117
S <10 & W< gase &</ qgee & N>V 100 S0e

Per tant, prenent una particio de dotze intervals podem assegurar que |’ error és inferior
alo %

/()1€2de Thz (f(0)+2f(1k2)+f(1)> — 1.4658. ..

k=1

Per fer aquest calcul, podem usar |’ expressié seglient en Matlab/Octave:

>> h=1/12;x=0:h:1; f= exp(x.~2); trapz(x,f)
ans =
1.465794273401113

gue veurem amb més detall ala practica seglient.

Complement opcional: Demostracié delaférmuladel’error

Per obtenir laférmuladel’ error, podem acotar I’ error comeés en cadainterval [%c_1,%] Si
hi apliqguem laférmula simple dels trapezis

/X“ f(x)dx =

X1

(F(ic0)+ F06) — 3 P8, &€ (xc ).

I\)lj

Aixi, laformulatotal per al’error total és

[ 00dc= 3 [ 1090k = 325 0) + 100) - 3 3 12(60 = T(0) - Ex(h),
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Arausarem el resultat seglent:

Teorema 1 (Teorema del valor mitja per asumes) Sgui F : 1 — R continua i & € |
una successio creixent de punts diferentsi a, > 0, per ak=1,...,n. Aleshores, existeix

un & €| de manera que
ZakF(Ek) = F((S) Zak.
k=1 k=1
Usant aquest resultat, podem escriure

Zf &)1 —h? (&)

k=1

n

jaque

7.2. El métode de Simpson

Laideadel métode simple de Simpson és trobar unaférmuladel tipus
b
/ F(x)dx ~ Wb f () + Wi f (a;b> W F(b)

on Wy, W, i W, sbn unes constants per determinar de manera que laférmula sigui exacta
fins a polinomis de grau 2. Com abans, només cal que ho imposem sobre una base, en
aquest caslaformadaper 1, x—ci (x—c)?, onc= (a+b)/2 ésel punt mitjade!’interval
[a,b]:

3 T T T T Fig. 7.3
[ Isimpson Simple II-lustraci6 de la formula
Funcio simple de Simpson.

0.5
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fx)=1leb—a=W+W +W,
f(x)=x—c< 0= (a—c)W+ (b—Cc)W,

f(X) = (X—C)2<:> (bfc)g B (a—c)3 _ (bfa)Z\NO_F (b—a)z

3 3 4 4W2

Lasoluci6 d aquest sistema ésW, =W, = (b—a)/6i W, = 2(b—a)/3, de manera que
laférmula simple de Simpson és

/abf(x)dm b—ga <f(a)+4f (%’) + f(b)) .

tal com s'il-lustraalafigura7.3.

7.2.1 El métode compost de Simpson

Per trobar la formula composta, prenem un nombre parell n = 2mi n+ 1 punts Xy, . .., X,
equispaiats de maneraque X, = a i x, = b. Apliquem laférmula de Simpson simple que
hem obtingut abans al's minterval s segiients:

I = X0, %o o = [Xo, Xa]s . T = [Xo_2, %)
A cadainterval |; = X 2,%;] (j = 1,...m), tenim
% h Xoj — Xoj_
/ F(dx 2 (F( 2) + 4 (e 1) + ), h= 242

(aixd comporta que h = 2-2). Aixi

/abf(x)dx:

3 [ 1000k 3 (£00) +4F00) +206) +4T(6) #4106, 1) + T06)).

7.2.2 Estudi de lI'error

Cal distingir entre el métode “classic” i el “compost”:

- En el métode classic, es pot veure que, si f € C*[a,b], I’error és quintic:

/a f(x)dx— g (f(a)+4f (izb) + f(b)> — 7'9"_0f<4>(5)’
on& e (ab)ih=(b—a)/2
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- En el métode compost, de la mateixa manera, és d’ un ordre menys:

/a f(x)dfo(h):f%h“f 1(£) = Eo(h),

onarah= (b—a)/n(nésel nombred intervals).

Com a exemple, calculem, per mitja del méetode compost de Simpson i amb un error
inferior a1072, laintegral d' abans
1 )
/ edx
0

Per poder aplicar laformulade I’ error d'abans, cal que n’acotem la seva derivada quarta
de f(x) =€ en0,1]:

f@(x) = (12 +-48x2 - 16x*)e’, |f¥(x)| < 76e, x€[0,1]
Podem usar laférmulade I’ error de Simpson:

19e

ht
@ < _ 4

Si volem quel’ error sigui inferior a10-2, cal quetrobem unh= (1—0)/n de maneraque

1% , , .. 45 45 1/“ 45\t
—h <10°&eh'< 1900e<:>h< 19006 n>1/ 19006 ~3327...

En principi, volem que n sigui € menor possible (el nombre minim d'intervals que ga-
ranteix I'error) i, per tant, podem triar n = 4 (cal que sigui parell). Llavors, sabem que
I error per Simpson ésinferior a 1072

/:e%dxz g(f(o) 1 41(0.25) + 21 (0.5) +4f (0.75) + (1))

Per fer aguest darrer calcul en Matlab/0Octave (usant-lo com acalculadora; alapractica
seguient, veurem com fer-ho de manera més compacta), fariem:

>> n=4;h=1/n;x=0:h:1;f=exp(power(x,2));
>>(h/3)* (£ (1)+4*£f (2)+2*£f (3)+4xf (4)+£(5))
ans =

1.463710760445597

7.2.3 Relacio entre els métodes de Simpson i dels Trapezis

Dividint I'interval [a,b] en 2n subintervalsi en n subintervals, tenim que la particié en 2n
intervalsté per extrems
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b—a
A=Xy <Xy < Xp < 0 < Kop1 < Xon = b, h:W’

mentre que lade n intervals té per extrems
b—a
A=Xg <X <Xy <o+ < Koo < Xon =D, Zh:T'

Aixi, lesformulesamb pash= (b—a)/2ni 2h= (b—a)/n son

T(h) =

NI =

(f(%) +2F (%) +2f (%) + - - + 2 (Xon_1) + F(Xan))
T(2h) = h(f(x) +2f (%) +2f (X4) + - + 2 (Xon_2) + F (Xen)) -

Sumant adequadament aquestes formules, obtenim larelacié seglient:

(M) = 1 () + 41(x0) + 27 () +406) + -+ 41 (%01) + 1)
= T(h)+ 5 (T(h) -~ T(2) = 5T(h) — 2T(20)

s S(h) representalaformula de Simpson amb pash = (b—a)/(2n) en 2nintervals.

7.3. Esquema de la practica

e Donadaunafuncié f : [a,b] — R, estractad aproximar laintegral definida /. f (x)dx.

e Meétode delstrapezis

- Férmulasimple dels trapezis:

/bf(x)dxz b;za(f(a)+f(b)).

- Férmula composta dels trapezis en n subintervals o, equivalentment, de pas h =

(b—a)/n,
h
/ P dx A 2 (%) + 21 (x0) + 2 () + -+ 2 [ 2) + F (%)
on
b—a
xk:a+kT =a+kh, perak=0,1,...,n

- Error en laférmula composta dels trapezis en n subintervals, pash = (b—a)/n,

Er(h) = O 2P e)

oné& € (a,b), s f ésdos copsderivable amb continuitat en [a, b].
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e Formulade Simpson

- Férmula simple de Simpson:

/abf(x)dxz b%a <f(a)+4f <a72Lb) + f(b))

- Férmula composta de Simpson en un nombre parell de subintervals, n = 2m o,
equivalentment, depash = (b—a)/n,

/bf(X)dX'fv g(f(xo)+4f(x1)+2f(xz)+4f(x3)+-~~+4f(xn71)+ f(x))
on

b—
xk:a+kTa:a+kh, perak=0,1,..., n

- Error en laférmula composta de Simpson en n subintervals, pash = (b—a)/n,

E(h) =~ g M)

on¢ € (a,b) s f ésquatre cops derivable amb continuitat en [a, b].

e Relacio entrelaformula composta de Simpson amb pash = (b—a)/ni les compostes
de trapezisamb pas h, T (h) i amb pas 2h, T (2h),
4 1

S(h) = S T(h) - 5T (@)
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Integracio numérica
en Maktlab/Octave

En aquesta practica, veiem com implementar els métodes compostos de trapezis que hem
vist alapracticaanterior enMatlab/0ctave. Toti que seriapossible fer-ho através dels
iteradors o del’ ordre sun () per avectors (podeu provar de fer-ho), aqui usarem les ordres
propies del sistema. Finalment, veurem com cridar el métode de quadratura adaptativa
quad1 (), que ens permet especificar un error determinat.

8.1. Calcul de sumes de Riemann

Observem gue, amb la notaci6 vectorial de Matlab/Octave, ésfacil obtenir una aproxi-
macio per alaintegral basant-nos en les sumes de Riemann

per a unatria de punts equiespaiats x, = a+ (b — a)ﬁ, com sil-lustraalafigura8.1. En
efecte, per calcular
1 2
/ € dx
0

podriem fer

>> N=10; h=1/N; x=0:h:1-h;

>> fx=exp(x."2);

>> int_riem1O=sum(£fx)/N

int_rieml0 =
1.381260601315846

i millorar-ne la precisié prenent molts més punts:
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Fig. 8.1

II-lustraci6 de I'is de les

sumes de Riemann per a
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aproximar una integral.

3

T T
l:| Suma Superior
[ Isuma inferior

— Funcio

05

>> N=1000; h=1/N; x=0:h:1-h;

>> fx=exp(x."2);

>> int_riem1000=sum(fx)/N

int_riem1000 =
1.461793058039847

gue encara és lluny del valor real de laintegral, aproximadament 1.46265174590718. En
millorarem la precisié amb els metodes que hem vist veure ala practica anterior.

8.2. Trapezis i Simpson compostos en Matlab/Octave

Per veure com fariem el calcul delstrapezisi de Simpson compostos en Matlab/0Octa-

ve, calculem .
/ & dx
0

amb els metodes delstrapezisi de Simpson compostosi amb quatre intervals. En primer
lloc, definim lafuncidé afuncio.m

function y=funcio(x)
y=exp(x.~2);

Per calcular trapezis amb n = 4 intervals, només cal que li passem dos vectorsalains-
truccid trapz (): el vector dels extrems delsintervals (els Xy, . . ., X, d' @ans) i lesimatges
per lafuncié en aquests punts (f (%), . .., f(X,):

>> n=4 /] sobre quatre punts
n =

4
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>> h=1/n J pas que considerarem

h =

0.250000000000000

>> x=0:h:1; / punts sobre els quals farem trapezis
>> f=funcio(x); / imatge de la funcio en els punts
>> trapezis4=trapz(x,f) / trapezis

trapezis4 =

1.490678861698855

Per calcular € valor de laférmula composta de Simpson, utilitzem larelacié

S(h) = 2T (W)~ 2T(20

i, per tant, en primer lloc calculem € valor de la formula composta dels trapezis per a
n = 2 subintervals (és a dir, amb pas 2h):

>>
>>
>>
>>

n=2;h=1/n;

x=0:h:1;
f=funcio(x);
trapezis2=trapz(x,f)

trapezis2 =

1.571583165458632

Finalment, apligquem larelaci6 entre trapezisi Simpson:

>>simpsond4=trapezis4+(trapezis4-trapezis2)/3 / formula!
simpson4 =

1.463710760445596

gue ens dénal’ aproximacié de laférmula composta de Simpson

8.3. Quadratura adaptativa de Gauss-Legendre-Lobato

Els métodes de quadratura adaptativa permeten “controlar” I’ error en usar una formu-
la numérica d'integracié i decidir passos adequats d'integracio. Nosaltres seguim un
métode adaptatiu que s anomena de Gauss-Legendre-Lobato (i que podeu esbrinar fent
help quadl i alareferencial16]). A Matlab/Octave, aix0 S implementaamb |’ expressio

intNum = quadl(@funcio, a, b, tol)

- funcio ésel nom defitxer on tenim definidalafuncié (' funcio.m’).
- a ésl’extrem inferior de laintegral.
- b éslI’extrem superior delaintegral.

- tol ésopcional i especificalatoleranciadel’error. Tot i que és opcional, les toleran-
cies per defecte poden variar segonsMatlab i Octave i ésmillor especificar-les.
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Recordem que 10-% s'escriu com 1e-6. Per exemple, per cacular laintegra d abans
mitjancant el métode de la quadratura adaptativa en Matlab/Octave,

1 2
/ e dx
0
i suposant que al fitxer funcio.m hi tenim

function y=funcio(x)
y=exp(x.72);

podem usar € metode de la quadratura adaptativa per a la tolerancia 1e-6 i obtindrem
amb Matlab

>> integracio6=quadl(@funcio,0,1,1le-6)
integracio6 =
1.462651763477989

mentre que amb Octave la mateixa ordre donaria practicament el mateix:

>> integracio6=quadl (@funcio ,0,1,1e-6)
integracio6 = 1.46265176347799

Podem millorar latoleranciaa 10-*2, de forma que amb Mat1lab obtindriem

>> integraciol2=quadl (@funcio,0,1,1e-12)
integraciol2 =
1.462651745907185

mentre que amb Octave tindriem 1.46265174590718.

Complement opcional: Estudi delatolerancia

Aquestes diferencies de tolerancia es poden veure millor a I’ exemple seglient, que té
“punxes’ (valors on lafuncié no és derivable). Per exemple, fent

3
/ ¢ —2x—1|dx = 1—36 V2 g ~ 4.87580566598984. ...
-1
i definint lafuncio f(x) = |x* — 2x— 1| en €l fitxer funcio.m, tindriem amb Matlab:

>> integracio6=quadl (@funcio,-1,3,1e-6)
integracio6 = 4.875806487222102 / error= 8.2e-7
>> integraciol2=quadl(@funcio,-1,3,1e-12)
integraciol2 = 4.875805665989855 / error= 1.5e-14
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i, amb Octave, uns errors similars:

>> integracio6=quadl (@funcio,-1,3,1e-6)
integracio6 = 4.87580648722210 / error 8e-7
>> integraciol2=quadl(@funcio,-1,3,1e-12)
integraciol2 = 4.87580566599395 / error je-9

8.4. Repas d’integracio en Matlab/Octave

A tall d'exemple, calculem aralaintegral
/3

/ cos(x)edx
102

1. Amb trapezis compostos, N = 10.
2. Amb Simpson compost, N = 20.
3. Amb quadratura adaptativa de Gauss-Legendre-Lobato i error inferior a10-2°,

Per comencar, definim els extrems d' integracié per no haver-los d’ escriure cada cop:

>>a=10"(-22); b=pi/3

M étode delstrapezis (n= 10)

A ’>funcio.m’: definimlafuncié cos(x)e:

function y= funcio(x)
y= cos(x).*xexp(x);

€l punt .* (com ./ 0 .~) és perque volem que operi component a component.

>> format long
>> a=10"(-22); b=pi/3; n=10; h=(b-a)/n;
>> x=a:h:b; f=funcio(x);
>> trapezis=trapz(x,f)
trapezis =
1.444483740029542

M étode de Simpson (n = 20)

Primer calculem trapezis amb n = 20 intervals.

>>a=10"(-22); b=pi/3
>>n=20;h=(b-a)/n;x=a:h:b;f=funcio(x);
>>trapezis20=trapz(x,f)
trapezis20 =

1.445883115227841
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Fem el mateix per an= 10 (és adir, amb pas 2h). Aquest és el mateix calcul que hem
fet al'apartat anterior, pero € repetim aqui:

>>n=10;h=(b-a)/n;x=a:h:b;f=funcio(x);
>>trapezislO=trapz(x,f)
trapezisl0 =

1.444483740029542

i, finalment, apliquem larelaci6 entre Simpson i trapezis compostos

>>simpson20=4*trapezis20/3-trapezis10/3
simpson20 =
1.446349573627274

Quadr atur a adaptativa de Gauss-L egendre-L obato (error< 107°)

Com que al fitxer >funcio.m’ tenim definida la funci6, podem cridar I’ ordre quad1 )
directament:

>>a=10"(-22); b=pi/3;
>>quadratura=quadl (@funcio,a,b,1e-10)
quadratura =

1.446349815311582

Aixi, recapitulant, hem obtingut els valors seglients:

M étode emprat Aproximacio Error
Integracié exacta 1.446349815315410 O (exacte)
Trapezis compostos (n = 10) 1.444483740029542  1.9103
Simpson compost (n = 20) 1.446349573627274  2.410°7

Quadr. adapt. GLL (tol=10710)  1.446349815311582 3.810 12

Observem que, encara que haviem demanat un error de 1071, I’error red en la quadra-
turaésinferior.

8.5. Exercicis

8.1. Calculeulaintegral seguent

n/3
/ log(cosx)dx,
0

usant laregla de Simpson amb 16 intervals (és a dir, amb pash = +-°).

Resposta: —0.218392609216664.
8.2. Donadalaintegral seglent

n+1 1
/ dx,
1 X+ ex
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sigui T el resultat d’aplicar la regla dels trapezis amb 8 intervals (és a dir, amb pas
h= %) i Q¢ resultat d’ aplicar la quadratura adaptativa de Gauss-L egendre-L obato amb
unatoleranciade 10-*2. Digueu quant val [T — Q).

Resposta: 0.003253621006893.

8.3. Calculeu laintegral segient

/3 )
/ cos(x)e ™ dx
1

022

1. Amb el métode dels trapezis compostos, N = 10.
2. Amb el metode de Simpson compost, N = 20.
3. Amb quadratura adaptativai error inferior a10-°,

8.6. Esquema de la practica

e Donada una funcié f : [a,b] — R, es tracta d’ aproximar la integral definida [ f(x).
Suposem definida la funcid a fitxer funcio.m (amb la notacié vectoria: ./, ., .-).

e delstrapezis: trapz(x,£x) donalaformula de trapezis compostos en les abscisses del
VeCtor x i £x=funcio(x) € vector deles sevesimatges.

e Per calcular la formula composta de Simpson amb pas h = (b— a)/n, calculem el
resultat de les formules compostes dels trapezis amb pas h, T (h) i amb pas 2h, T (2h),
i usem larelacio
4 1

Sh) = éT(h) - §T(2h).

¢ El métode de quadratura adaptativa de Gauss-L egendre-L obato es crida de laforma
‘intNum = quadl(@funcio, a, b, tol)

on:

- funcio ésel nom defitxer on tenim definidalafuncié (' funcio.m').
- aésl|'extrem inferior delaintegral.
- b ésl’extrem superior de laintegral.

- tol éslatoleranciaper al’error. Tot i que és opcional, les tolerancies per defecte
poden variar segonsMatlab i Octave i, per tant, és millor especificar-les.
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Control de flux

Per a molts problemes de matematiques (successions, series, equacions en diferéncies,
...), cal repetir una mateixa instruccid uns quants cops, potser actualitzant una variable
acadaiteraci6. En aguesta practica, veiem com s escriuen iteradors en Matlab/Octave
i ho apliquem a equacions en diferénciesi ala sumade séries.

9.1. Iteradors i successions recurrents
Considerem la successi6 (X,), definida recurrentment de la manera segiient:

Xa:1 = COSX,

amb x; = 0. Usant I’ assignacio de variables:

>> x=0;

>> x=cos(x)

X = 1

>> x=cos (x)

x = 0.540302305868140
>> x=cos(x)

x = 0.857553215846393

podem escriure uns quants iterats, pero per calcular-los per a valors elevats de n hem
d'usar algun iterador. Elsiteradorsen Matlab/Octave S escriuen mitjancant I’ expressio
for variable =rang i S acaben amb la paraula end. Per exemple, per calcular €l terme g
de la successiO anterior, fariem

x =0

> for n=2:10 / comencem a z_1
=0 x=cos(x); / el mou = es z_n
end

> x

x = 0.750417761763761
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Fig.9.1

[I-lustracio de la
convergencia de la
successid recurrent
X,.1=C0S X, amb x, = 0.
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i x conté ara el darrer valor de la variable. Es molt important no oblidar I’ ordre end ja
que laiteracio no s executara fins que premem Retorn després d’ haver-la escrit.

Si volem crear un vector que contingui tots els valors la successi6 fins a un determinat
enter hem de crear un vector que vagi recollint els termes de la successié a mesura que
els anem calculant. Seguint el mateix exemple,

>> N=100 / nombre d'iterats

N = 100

>> x(1)=0; / z recollira les dades i fem que z(1)=0
>> for i=2:N

x(i)=cos(x(i-1));

end

plot(x,'o--")

on en ladarrerainstruccié hem dibuixat €ls termes de la successio x, com afuncio den
i veiem que tendeixen cap a un valor aproximadament igual a x(N)= 0.739085133215161,
i que podem veure alafigura9.1.

Si volem que, en comptes de comencar en 0, la successio comenci en un atre valor, per
exemple 0.3, podem fer que e vector inicial sigui igual a0.3:

N=100; / nombre d'iterats
x(1)=0.3

for i=2:N
x(i)=cos(x(i-1));

end

Quan fem iteracions pot resultar un pdl feixuc haver d’ escriure totesles ordres alalinia
d’instruccionsi haver de repetir-ho tot quan ens equivoquem. Podem editar un fitxer .m
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gue inclogui laiteracié i cridar-lo des de la linia d’ ordres com s fos una funcié. Per
exemple, fem edit 'iteracio.m' i hi posem el seglient

function x=iteracio

N = 100;

x(1)=0.3;

for i=2:N
x(i)=cos(x(i-1));

end

En cridar-la per linia d'ordres, veurem €l resultat del vector x amb els elements de la
iteracio.

Podem fer també iteracions de segon ordre, en qué € valor x, depen dels dos valors
anteriors. Un exemple molt conegut és el de la successio recurrent de Fibonacci, que
S escriu com

fn - fn,l—i- fn,z, f]_ == 1 | f2 == l

i que obtenim escrivint ala consola les ordres segiients:

N = 10;

fib(1)=1;

fib(2)=1; / f_1 < f_2 walen 1

for i=3:N
fib(i)=Ffib(i-1)+fib(i-2);

end

disp (£ib)

Com abans, també ho podriem escriure com una funcié que ens retorna la successio de
Fibonacci finsaun N arbitrari, que es rep com a argument. Fem edit 'fibonacci.m' i a
fitxer 'fibonacci.m' hi posem

/ Retorna la successid de Fibonmnaccti fins a N
function fib = fibonacci (N)
fib (1)=1;
fib (2)=1;
for i=3:N
fib(i)=Ffib(i-1)+fib(i-2);
end

gue podem cridar senzillament amb

>> fibonacci (10)
ans =
1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

Finalment, observem que el procediment que hem descrit ens permet resoldre problemes
de valors inicials per a equacions en diferencies. Per exemple, si tenim el problema de
valorsinicials seglient;
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Xns2 + (1+ cos(\/inn))xn+1 +X,=0, x(1)=1,%x2)=0
podem passar-lo a una recurréncia de segon ordre aillant el terme d’ ordre més gran
Xnip = — (1+cos(\/§nn)) Xni1 — Xn, x(1)=1,%x2)=0

amb la qual cosa podem conéixer de forma recurrent X, per a qualsevol n finit. Per
exemple, per calcular € terme xyo0, fariem:

> x(1)=1; x(2)=0; / condicions inicials
> for n=3:100

x(n)=-(1+cos(sqrt (2)*pi*(n -2)))*x(n-1) -x(n-2);
end

> x(100)

ans =
-2991630401.97087

9.2. Sumes de séries

Un cas molt particular de successions recurrents €l trobem en les séries,

N
Si=%
n=1
gue es poden escriure com una successi6 recurrent fent
S‘IZS’l-l+xm S.L:Xl

En e cas que coneguem una expressio tancada per as termes de la series, és millor
usar I’ordre sum() gque ens dona la suma de les components d'un vector. Per exemple,
considerem la suma

delaqual sesap que

. =1 2
n=1

N—co 6.

Calculem ara S, definint un vector:

>> N = 1000
N =
1000
>> indexs=1:N; x=1./(indexs."2);
>> suma = sum(x)

suma =
1.643934566681561
>> suma - pi~2/6
ans =
-9.995001666649461e-04
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Si ho volem fer amb un for, podem fer laiteracié seglient:

suma=1; / primer terme

for i=2:N
suma=suma + 1/(i~2);
end

gue ens déna com aresultat:

suma =
1.643934566681561

el mateix que amb laforma recursiva d’' abans.

9.2.1 Complement opcional: Temps d’execucio

A mesura que augmentem la N, per exemple N = 10°, veurem que €l métode amb la
iteracio és molt més lent que el métode vectorial

>> suma=1; N=1e6;

>> t= cputime;for i=2:N;suma=suma + 1/(i~2);end; temps=cputime-t
temps = 0.699999999999999

>> t= cputime; N=1e6;suma= sum(1./(1:N).~2); temps=cputime-t
temps = 0.060000000000002

Aixoil-lustraun dels desavantatges principals delsllenguatges interpretats (com Mat1ab,
Octave, Python,...) respecte dels llenguatges compilats (com €l c). En aquest cas pero,
també, hem de tenir en compte la memoria de que disposa €l nostre ordinador i que pot
fer que no puguem emmagatzemar vectors molt grans (proveu de fer zeros (100000)).

9.3. Complement opcional: Condicionals

Un dtre dels elements importants amb vista a modificar e flux d’execucié d’un conjunt
de sentencies és |’ (s de condicionals através de if, else i elseif. L'esquemabasic és el

seguient:

if condicio

ordres si es certa la condicio
else

ordres si es falsa la condicio
end

Per exemple, lafuncid signe.m, definidaa continuacié ensretornaraun 1 si I'argument és
positiu 0 zeroi un —1 si és negatiu:

4 funcio signe.m
function valor = signe(x)
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if x >=
valor
else
valor = -1;
end

1;

Si volem que ens retorni 0 en el cas en qué x sigui exactament zero, la modificarem de

la manera seglient:
/ funcio signe0.m
function valor = signeO(x)
if x >0
valor = 1;
elseif x<O0
valor = -1
else
valor = 0;
end

on veiem que I’ efecte de I’ ordre e1seif () €safegir unacondicid quan no es compleix la
condici6 del’ ordre i anterior.
9.4. Exercicis
9.1. Considereu la successi6 recurrent segient:
1
X1 =1— Exii X =0
Quant val xz?

Resposta: 0.732095372376809.

9.2. Indiqueu quant val la suma segiient:

120‘" cos(n)
n=1 n3

Resposta: 0.44857294750852.
9.3. Donadala successi6 recurrent

Xnr1 = 3.8%,(1—X,)
X]_ = 03
quant val e terme xyo?
Resposta: 0.565676868266769.
9.4. Caculeu € valor de la suma seguient:
§
& 2kt 1)

Resposta: 0.968946206912337.
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9.5. Esquema de la practica

e ElsiteradorsenMatlab/0ctave S escriuen mitjangant I’ expressio for variable =rang
i s acaben amb la paraulaend. Per exemple:

x=0.3;

for i=2:10
x=cos (x);

end

calcula Xy, 0N X411 = COS(X,) | X = 0.3. Si volem guardar en un vector tots els
Xi,..., Xy farem:

N = 10;

x(1)=0.3;

for i=2:N
x(i)=cos(x(i-1));

end

Quan un terme depéen dels dos anteriors, com, per exemple, la successi6 de Fibonacci
definida per X2 = Xop1 + X%, amb x, = %, = 1, farem

N = 10;

fib(1)=1;

fib(2)=1;

for i=3:N
fib(i)=fib(i-1)+fib(i-2);

end

e Per sumar elstermesd’unasr‘eriezﬁzlan finsaN podem definir els a, en un vector x a

partir de 1:n i fer sun(x). Per exemple, per fer 1% 1/n? podem fer:

indexos=1:N;
x=1./(indexos."2);
sum (x)

e Condicionals (opcional). Es representen de laforma:

if comndicio

comandes si es certa la condicio
else

comandes si es falsa la condicio
end

Per exemple, per definir lafuncié signe.m fariem:

/ funcio signe.m

function valor = signe(x)
if x >= 0
valor = 1;
else
valor = -1;
end
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Valors i vectors propis

El cilcul de valorsi vectors propis és un dels problemes que requereixen més |’ Us d'al-
gunaeinade calcul qual ladimensio deles matrius és gran. En aquesta practica, aprenem
atrobar el polinomi caracteristic d’ unamatriu i a calcular-ne els valorsi vectors propis
fent Us de les rutines de Mat1lab/0ctave. Acabarem aplicant-ho ala diagonalitzacié de
matrius.

10.1. Polinomis caracteristics i valors propis
Els valors propis d’una matriu quadrada A, és a dir, els valors A € C en qué A— Al
no és invertible, son les arrels del polinomi caracteristic. A Matlab/Octave, caculem

el polinomi caracteristic a través de I’ ordre po1y(a), que ens donara els coeficients del
polinomi p(x) = det(xI —A). A tall d’exemple, considerem lamatriu

>> v=[1, 1,10,100, 10,1, 1]; A=compan(v)

A =
-1 -10 -100 -10 -1 -1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

gue té com a polinomi caracteristic precisament v jaque n’ éslamatriu companion

>> polcar=poly(A) / polinomi caracteristic de 4
polcar =
1.0000 1.0000 10.0000 100.0000 10.0000 1.0000 1.0000

gue recordem que representa el polinomi

p(X) = X°+x°+ 10x* + 100x* 4 10x* + x+ 1
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i trobem les seves arrels através de lafuncio roots():

>> format long
>> arrels = roots(polcar) / arrels del polinomi caracteristic
arrels =

1.642706139564033 + 4.5774619309008991

1.642706139564033 - 4.5774619309008991i

-4.185394608959343

-0.238926097400560

0.069454213615920 + 0.1935367568857491

0.069454213615920 - 0.1935367568857491i

on observem que n’ hi hadues derealsi |les quatre restants son complexes.

Haver de calcular primer el polinomi caracteristic i després les arrels és poc eficient i,
per tant, hem d’ usar lafuncio especificaqueMatlab/0Octave téper a calcul delsvalors
propis, que éseig(a) (delseigenvalues):

>> vaps=eig(A) / wvalors propis de 4

vaps =
1.642706139564033 + 4.5774619309008991i
1.642706139564033 - 4.5774619309008991
-4.185394608959342
-0.238926097400560
0.069454213615920 + 0.1935367568857491i
0.069454213615920 - 0.1935367568857491i

gue ens déna el mateix resultat. Podem comprovar que la condicio sobre el determinant
gue defineix el polinomi caracteristic, tant per aun valor propi:

>> det (A-vaps (1) *eye (6))
ans =
-3.6484e-12 - 2.3322e-111i

com per atots els valors propis usant un iterador

>> for i=1:6
det (A-vaps(i)*eye(6))

end

ans =
-3.648428024881165e-12 - 2.332158727803473e-111

ans =
-3.648428024881165e-12 + 2.332158727803473e-111

ans =

-9.482436049068880e-13

ans =
-5.082090240683109e-16
ans =
-1.574599496269894e-15 + 1.304001776077714e-161
ans =

-1.574599496269894e-15 - 1.304001776077714e-161
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Per fer-nos-en unaidea, en podem dibuixar els valors propis

| >> compass (vaps)

Podem comprovar que €l seu producte val 1 (per qué?)

>> prod(vaps)
ans = 1.0000

i que els que sdn complexos apareixen per parelles conjugades

>> vaps (1:2:6)

ans =
1.642706139564033
-4.185394608959342
0.069454213615920

>> vaps (2:2:6)

ans =
1.642706139564033
-0.238926097400560
0.069454213615920

270

.5774619309008991

.1935367568857491i

.5774619309008991i

.1935367568857491

Practica 10: Valors i vectors propis %

Fig. 10.1

Grafica dels valors propis
de la matriu companion
associada al polinomi
p(x) = x6+ x5+ 10x4 +
100x3+ 10x2 + x +1
usant l'ordre
compass(vaps) en
Matlab.
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Per veure quin és el que té major norma

>> abs(vaps) / valor absolut de cada element
ans =

.863295301522246

.863295301522246

.185394608959342

.238926097400560

.205621895854647

.205621895854647

coowm s

fariem

>> [maxim,imaxim]=max (abs(vaps)) / mazim % la seva posicio
maxim =
4.863295301522246
imaxim =
1

en aquest cas, I’ argument imax ens dénal’ index del primer element que assoleix el valor
maxim del valor absolut de les components del vector.

10.2. Espais propis i diagonalitzaciéo de matrius

Per trobar I espai propi associat a un valor propi A, podriem intentar calcular €l nucli de
A— Al, per exemple per a valor propi vap(4),

>> format short / per veure be els resultats
>> vep4 = null(A-vaps(4)*eye(6))
vep4 =

-0.0008

0.0032

-0.0132

0.0554

-0.2320

0.9710

i comprovar que és efectivament el vector propi

>> Axvep4d -vaps (4)*vepd
ans =
1.0e-15 =

-0.2623
-0.1415
0.0056
0.0017
-0.0347
0.0555

jaqgue és un valor molt proper a zero. Per cert, observem que

| >> vep4(1:5)./vep4 (2:6)
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ans =
-0.2389
-0.2389
-0.2389
-0.2389
-0.2389

>> vaps (4)

ans =
-0.2389

la qual cosa indica que un vector propi associat al valor propi vap(4) ve donat per les
poténcies d agquest valor propi per a aguest tipus de matriu.

A lapractica, € que farem és usar que lafuncid eig() que hem vist abans ens pot donar
opcionalment també els vectors propis

>> [V,D]l=eig(A) / V wectors propis en cols. D=diagonal de vaps.

vV =

0.9786 0.9786 0.9710 -0.0008 0.0004-0.00011
0.0004+0.00011i

0.0680-0.1894i 0.0680+0.1894i -0.2320 0.0032 0.0003-0.00171
0.0003+0.00171i

-0.0319-0.0263i -0.0319+0.0263i 0.0554 -0.0132 -0.0073-0.00441i
-0.0073+0.00441i

-0.0073+0.0044i -0.0073-0.0044i -0.0132 0.0554 -0.0319+0.02631
-0.0319-0.02631

0.0003+0.0017i 0.0003-0.0017i 0.0032 -0.2320 0.0680+0.18941i
0.0680-0.18941i

0.0004+0.0001i 0.0004-0.0001i -0.0008 0.9710 0.9786

0.9786
D =
1.6427+4.57751 0 0 0 0 0
0 1.6427-4.5775i O 0 0 0
0 0 -4.1854 0 0 0
0 0 0 -0.2389 0 0
0 0 0 0 0.0695+0.19351i O
0 0 0 0 0 0.0695-0.19351

on arav conté com acolumneselsvectorspropisdelamatriu Ai D ésunamatriu diagonal
amb els valors propis com a elements a la diagonal. Comprovem, en primer lloc, que la
diagonal dep és el que obtindriem amb I’ ordre simple:

>> diag(D)-eig(A) / wal 0 si [V,D]=eig(4)
ans =

(el elNelNeNeNe]
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i que les columnes deV sbn els vectors propis:

>> vaps=diag (D)
vaps =
1.6427 + 4.57751
1.6427 - 4.57751
-4.1854
-0.2389
0.0695 + 0.1935i
0.0695 - 0.1935i
>> A*V(:,1)-vaps(1)*V(:,1) / comprovacio wvaps i veps
ans =

1.0e-14 *

-0.1998 + 0.26651
0.0777 - 0.0444i
0.0167 + 0.01111i
-0.0007 - 0.00421i
-0.0015 + 0.00111i
-0.0001 0.00041

i aixi amb la resta de vectors propis. Si volem expressar aquesta condicié de valors i
vectors propis de manera més compacta, en format matricial, només cal que comprovem

A/ =VD

gue és equivaent ala condicid de vector i valor propis quan la matriu v és no singular,
jaque aeshores:

A=VDV

i D ésunamatriu diagona. Comprovem-ho

|>> AxV-V*D [ comprovacio

gue déna unamatriu de nombres petits (i que omitirem agui). Per comprovar quetotsels
elements d’ aquesta matriu son efectivament petits fem

>> max (abs (AxV-V*D)) / mazim per columnes
ans =

3.5527e-15 1.0413e-15 1.0413e-15 6.1776e-16
>> max (max (abs (A*V-V*D))) / mazim per columnes % files
ans = 3.5527e-15

Aixi doncs, el cas diagonalitzable el podem identificar amb rang(V) = n (o, equiva-
lentment, det(V) # 0), on n és la dimensi6 de la matriu quadrada A. La matriu V ens
déna precisament el canvi de base que ens diagonalitza la matriu. En efecte, de larela-
Ci6 AV = VD n'obtenim que D = VAV, i aixi V, quan ésinvertible, és la matriu que
proporcionael canvi. Comprovem-ho:

| >> rank (V)



Practica 10: Valors i vectors propis %

ans =
6
>> inv(V)*A*V-D / matriu de nombres propers a zero
ans =
1.0e-14 x*

>> max (abs (inv (V)*A*V-D))
ans =
1.0e-14 =*
0.4529 0.4578 0.4378 0.0888 0.1226 0.1228

En cas que un valor propi tingui multiplicitat superior a1, aquest apareixerarepetit, tant a
I’ordre simpleeig(a) com aladiagona dep amb [v,pl=eig(a). En aguest cas, no podrem
assegurar gue totes les columnes siguin vectors propis independents, cosa que detectem
calculant €l rang delamatriu V.

Veiem primer un exemple on no diagonalitza:

>> A=[-3,0,-4;-1,-1,-1;1,0,1]

A =
-3 0 -4
-1 -1 -1
1 0 1
>> [V,D]l=eig(A)
vV =
0.00000 -0.00000 -0.00000
1.00000 1.00000 -1.00000
0.00000 0.00000 0.00000
D =

-1.00000 0.00000 0.00000
0.00000 -1.00000 0.00000
0.00000 0.00000 -1.00000

d’'onveiem que A = —1 ésun valor propi de multiplicitat 3, perd que, en canvi, nomésté
un Unic vector propi linealment independent.

>> rank (V)
ans = 1

que és (0,1,0), com qualsevol columnadeV. Aixo significa que lamatriu no diagonalit-
za

Considerem un altre exemple,

>> A=[51 4 -40 9;38 115 10 -24;-18 2 67 -10;4 6 -2 28]
A =

51 4 -40 9
38 115 10 -24
-18 2 67 -10

4 6 -2 28

>> format short
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>> eig(A)

ans =
29.0000
87.0000
116.0000
29.0000

d’on veiem que 29 és un valor propi doble. Vegem ara quants vectors propis enstrobala

rutina:
>> [V,D]l=eig(A)
V =
0.8149 -0.5774 -0.0711 0.1892
-0.4220 0.5774 -0.9949 0.1347
0.3929 0.5774 -0.0000 0.3239
-0.0582 -0.0000 -0.0711 0.9171
D =
29.0000 0 0 0
0 87.0000 0 0
0 0 116.0000 0
0 0 0 29.0000
>> rank (V)
ans =
4

laqual cosaval dir que totes les columnes son linealment independentsi corresponen a
vectors propis linealment independents. Podem comprovar que A diagonalitza:

>> inv (V) *A*V-D
ans =

1.0e-13 *

0.1421 -0.0589 0.1144 0
0.1243 0.7105 0.2287 0
0.1088 0.6317 0.1421 -0.0711
-0.0111 0.0524 -0.0755 0

10.2.1 Complement: Canvis de base

Acabem de veure que I’ Gs de la notacid vectoria és particularment (til en el canvi de
base, no necessariament associat a la diagonalitzacio. Vegem ara un altre exemple de
canvi de base. Considerem la matriu A segiient, que representa una aplicacio lineal F :

R® — RE:

9 4 1 6 12 7

4 0 4 15 1 14

7 0 7 8 10 9

A_| 60 16 313 2

- 02 -4 0 0 O

06 -12 0 0 O

9 0 9 6 12 7

50 5 10 8 11
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Calculem la matriu de F en les noves bases de sortida S= (e;,6,,63,6;,6,+ € + & —
6,65 — 6 — &) i d'aribadaB = (e, + € 1 €,6;,€3,€,65,65,€7,6, — €3).

>> A=[9,4,1,6,12,7;4,0,4,15,1,14;7,0,7,8,10,9;16,0,16,3,13,2;...
0,2,-4,0,0,0;0,6,-12,0,0,0;9,0,9,6,12,7;5,0,5,10,8,11]

A =

9 4 1 6 12 7

4 0 4 15 1 14

7 0 7 8 10 9

16 0o 16 3 13 2

0 2 -4 0 0 0

0 6 -12 0 0 0

9 0 9 6 12 7

5 0 5 10 8 11

Construirem les matrius dels canvis B i Sde maneraque lanovamatriu vindra donada per
B~*AS (comprovarem que B és invertible). Per no haver d' escriure tots el's elements un
aun, observem que tant una com |’ altra sén molt semblants alaidentitat i només caldra
canviar-ne alguns elements concrets. Aixi

>> B=eye(8); / partim de B identitat 8z8
>> B(8,1)=1; B(1,8)=1; B(7,1)=1; B(8,8)=-
>> B
B =

B O OOOOoOHr
O O OO OO
OO OO OO0
OO rFr OOO0OO0OOo
O OO OO OoOOo
= O OO OO O~

1 0 0
>> S=eye(6);
>> S(:,5)=[1;
>> S(:,6)=[0;
S =

S OO0 O, OO0 OO0

B
o+~

itat 66
;-11; / canviem la col. 5
;-11 / canviem la col. 6

[ure

0
0
0
1
0
0
0
0
d
0
1

n
50505
31505

O =
1
[y

O O O O O+
O O OO O
O OO OO
O O+ O OO
R R, OORKR
R Rk OROO

i lamatriu en &l nou sistema és;

>> C=inv (B)*A*S / tambe C= B\4*S

C =
7 2 3 8 10 -16
4 0 4 15 -9 -11
7 0 7 8 8 -12
16 0 16 3 27 1
0 2 -4 0 2 -4
0 6 -12 0 6 -12
2 -2 6 -2 4 6
2 2 -2 -2 8 -2
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10.3. Exercicis

10.1. Donadala matriu

T
NoOoOAWN R
RPRRPRRLREN
RPRRPRREPW®W
PRRPRRREN
RPRRRREO

doneu el valor propi real més gran del producte ATA.
Resposta: 176.667471788751.

10.2. D’entre els valors propis real's de la matriu segiient, digueu quin és € més gran:

1 23456 7 89 10
01 000O0O0O0OO0 2
001000O0O0OO0 2
000100O0O0O0 2
0 00010O0O0O0 2
111111111 2
0 000OO0O11O0O0 2
0 000OOOT1IO0 2
0 000OOO0OO0OT1 2
0 00OO0OOOOO 2
Resposta: 3.4494897427831...
10.3. Per aqualsevol n natural, definim la matriu A, com
11 0 0 O
12 1 0 O
01 3 0 O
An =
00 .
00 O n-1 1
0 0 O 1 n

gue és simétrica, té 1 per sobre i per sota de la diagonal principal i la seva diagonal val
1,2,3,...,n. Quant val e valor propi de modul més gran? Trobeu-lo per a Ay i Aqgo.
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10.4. Esquema de la practica

e Polinomi caracteristic d’ unamatriu quadrada a (p(x) = det(xI — A)): poly(a).

e Vdors propis d' una matriu quadrada A, vaps=eig(A), ON vaps €S Un vector amb els
valors propis de la matriu repetits segons multiplicitat.

e Valorsi vectors propis d’ una matriu quadrada a:

| [V,Dl=eig(a)
on

- p ésunamatriu diagonal amb els valors propis com a elements ala diagonal. Es el
mateix que diag(eig(h)).

- v ésunamatriu que compleix AV = VD. En cas que sigui invertible (A diagonalit-
zable), compleix que A= VDV i les columnes de v son els vectors propis de la
matriu a.
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Com fer-ho en Python?

Tant Matlab com Octave S utilitzen ampliament en e mon de I’ enginyeria. Tanmateix,
I’ Gs de llenguatges de proposit general, en especial Python [[5], és cada cop més habitual
en aquest ambit. En el cas de Python, els avantatges son clars: es tracta d’ un llenguat-
ge de programacié molt establert, clar, amb moltissimes extensions 0 moduls de gran
qualitat i que s'integrabé en grans projectes de software.

Tot i que es podrien programar directament els métodes que hem presentat en Python
pur, és molt més comode i eficient fer-ho usant moduls desenvolupats especificament
per a aquest Us, que faciliten lafeinai acceleren considerablement els procediments. En
aquest apéndix explicarem breuement com usar |’ entorn Python amb el modul Pylab
per fer les practiques del taller de matematiques. Suposem que es tenen uns coneixe-
ments basics de Python (podeu usar € llibre [[3] com areferéncia) i que s han seguit les
practiques en Matlab/Octave.

A.1. Configuracio de I'entorn

El modul Pylab, €l podem instal -lar en lamajoriade sistemes operatiusi és, agranstrets,
un paraiglies que crida tres grans moduls, que també podem fer separadament

- Numpy [[7]: un modul de Python que defineix elstipus de vectors numéricsi operaci-
ons matematiques, semblantment aMatlab/Octave.

- Scipy [9]: un atre modul que estén Numpy per a problemes matematics d’ optimitza-
Cio, integraci6, algebralined ...

- Matplotlib [6]: un modul per a la representacié grafica de dades en una sintaxi
semblant aMatlab/Octave.

Lamillor manerad’instal -lar aquests paguets en GNU/Linux ésinstal -lant agueststres pa
quetsdesde!’ administrador de paquets (en Debian/Ubuntu aquests sOn python-numpy,
python-scipy i python-matplotlib), axi com els paquets suggerits. També és pos-
sibleinstal-lar-se una distribucié de Python orientada al’ enginyeria, com, per exemple,
Python(x,y), queinclogui per defecte aquests paquets. Aquesta darreraopcio éstambé
la que us recomanem per aMS/Windows.
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Tot i que es poden importar separadament en Python, en aguest apéndix ens centrarem

en I’ Gs de Python com a consola interactiva aternativaaMatlab/0ctave. ES per aixo
que, desdelaliniad ordres, cridarem

|ipython -pylab -classic

gue ens engegara una consola IPython, que és una consola Python modificada que
ens permet recuperar ordres amb les fletxes cap amunt, autocompletacié amb
tabulador, ...i que s'instal-la per defecte amb els altres paguets anteriors. L' opci6 -
pylab ens carrega €ls moduls numeérics i grafics que hem esmentat abans i I'opcio -
classic, tot i que no és necessaria, la posem perque s assembli més a una consola
Python classica. Tot i que és millor cridar directament els moduls de Phyton que fem
servir un cop dins de la consola, usarem aqui aquestes opcions per comoditat. Anem a
veure molt breument algunes de les possibilitats que ens ofereix per al calcul numeric.
Perl a aprendre més del seu Us en enginyeriai calcul cientific us recomanem els llibres
[10] i [11].

A.2.Us com a calculadora cientifica

Un cop engeguem IPython, se'ns informa de la versié i del maneig basic de la
consola interactiva. Es tracta d’una consola Python; per tant, podem fer el mateix
gue en unaconsola“classica’:

Python 2.6.5

Type "copyright", "credits" or "license" for more information.
IPython 0.10 -- An enhanced Interactive Python.

? -> Introduction and overview of IPython's features.
Aquickref -> Quick reference.

help -> Python's own help system.

object? -> Details about 'object'. 7object also works,

Welcome to pylab, a matplotlib-based Python environment.
For more information, type 'help(pylab)'.

>>> 2+2

4

>>> (1+2%3+4*%x5 -6)/(7%8) # incorrecte: resultat enter

18

on observem que el caracter de comentari és # i que a® S expressa com a*xb. Molts
moduls matematics estan ja cridats i, per tant, podem usar-los directament sense haver
d’ importar cap modul. Si ho comparem amb €l resultat de Matlab/Octave, veurem
gue el resultat no és correcte, ja que dona 1s.3035714285714. AiX0 €s degut al fet que e
numerador i el denominador son enters (tipus int) i entén que € resultat ha de ser un
enter i no pas un nombre real (f10at) com esperariem. Per tant, cal indicar-li que o bé el
numerador o bé el denominador son flotants:

>>> (1+2%3+4*%5-6.0)/(7+*8) # numerador flotant
18.303571428571427

>>> (1+2*3+4**5-6)/float (7*8) # denominador flotant
18.303571428571427
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Els noms de les funcions matematiques son molt semblants:

>>> cos(pi/3) # pi es una constant predefinida
0.50000000000000011
>>> exp(l)-e # e es exp(1)

0.0

>>> pow(10,1l0g10(2)) # pow() =power() en Matlab/Octave
2.0

>>> 5.2e7 # la notacio cientifica es valida

52000000.0

Com és propi de Python, €ls nombres complexos s'indiquen en forma binomial de la
forma a+bj, essent a la part real i v la part imaginaria. Un cop |’hem definida, podem
accedir alapart real i alapartimaginariade |’ estructuraatravés de I’ operador . (punt):

>>> z=3+2j

>>> z.real # part real

3.0

>>> z.imag # part imaginaria
2.0

>>> abs(z) # modul
3.6055512754639891

Per accedir a|’gjuda de les funcions, n"hi ha prou a posar un interrogant al final de la
funci6 sobre la qual volem informar-nos o bé fer help(ordre)

>>> floor?
>>> help(floor)

Finalment, per sortir de la consolan’hi ha prou amb fer quit() 0 exit().

A.3. Vectors i polinomis

L’entorn dePython i, concretament, el seu modul Numpy, defineix elsvectorsatravés del
tipus array (), que pren com aargument un element iterable (com pot ser unallista o una
tuplaen Python) i € converteix en un tipus numeric adequat per a representar vectors:

>>> 1lista=[1,2,3,1]

>>> tupla=(5,6,7,5)

>>> y=array(llista)

>>> v

array ([1, 2, 3, 11)

>>> v[0] # primer element

1

>>> v[-1] # darrer element

1

>>> v[4] # fora de rang - Error

Traceback (most recent call last):
File "<ipython console>", line 1, in <module>

IndexError: index out of bounds
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>>> u=array(tupla)
>>> u
array ([5, 6, 7, 51)

i, declarat com a array, podem manipular-lo de manera molt semblant a Matlab/0c-
tave, tenint en compte que els indexs en Python comencen en o i No pas en 1 com en
Matlab/Octave.

>>> cos(v) # operacio element a element, diferent de Matlab/Octave
array ([ 0.54030231, -0.41614684, -0.9899925 , 0.54030231])

>>> v**x2 # el quadrat element a element, diferent de Matlab/Octave
array ([1, 4, 9, 11)

>>> v+1 # suma 1 a tots els elements, com Matlab/Octave

array ([3, 3, 4, 2]

>>> v*u # * entre arrays vectors es el producte element a element
array ([ 5, 12, 21, 5])

>>> dot(v,u) # producte escalar, el mateix que sum(v*u)

43

>>> v[1:3] # accedim a subconjunts de v

array ([2, 3])

Un cop tenim declarat un array, per exemplev, fent v. <TaBuLADOR> Veurem quins métodes
seli apliquen, com per exemple

>>> u.sum() # el mateix que sum(u)

6

>>> u.cumsum() # el mateix que cumsum(u)
array ([1, 3, 61)

>>> u.prod() # el mateix que prod(u)

6

>>> u.cumprod() # el mateix que cumprod(u)
array ([1, 2, 6])

i molts d' atres. Podem assighar elements per valor

>>> v [0]=2
>>> v
array ([2, 2, 3, 11)

pero cal anar amb compte a copiar directament els arrays

>>> v # recordem el valor de v

array ([2, 2, 3, 1])

>>> w=v # NO ho farem per a arrays

>>> w # el contingut de v i w es igual
array ([2, 2, 3, 1])

>>> w[0]=3 # modifiquem el valor de w[O]
>>> w # w s'actualitza correctament
array ([3, 2, 3, 1])

>>> v # ATENCIO: v tambe es modifica
array ([3, 2, 3, 11)
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Aix0 s explica pd fet que les arrays son objectes mutables (com les llistes), aixi que la
instruccio w=v no resulta en un nou objecte, sind que senzillament crea una nova referen-
ciaav. Per tal de fer una copia independent d’' una array, cal usar el metode copy () dels
objectes array coOm segueix

>>> v=array([1,2,3,1])

>>> w=v.copy() # el mateix que w=copy(v)
>>> v

array ([1, 2, 3, 1])

>>> w[0]=2

>>> v

array ([1, 2, 3, 1])

>>> W

array ([2, 2, 3, 1])

En definitiva, podem pensar que les arrays es comporten de manera molt semblant a
tipus1ist dePython, tot i que amb algunes modificacions, com arala concatenacio, que
no té el simbol +, reservat per alasuma

>>> [1,2,3]+[4,5,6] # suma de llistes= concatenacio

[, 2, 3, 4, 5, 6]

>>> u=array([1,2,3]) # definim les arrays

>>> v=array ([4,5,6])

>>> u+v # suma d'arrays= suma de vectors

array ([5, 7, 9])

>>> concatenate((u,v)) # (u,v,...) vectors a concatenar
array ([1, 2, 3, 4, 5, 6])

A.3.1 Polinomis

Quant as polinomis, Python/Pylab té unasintaxi molt semblant aMatlab/Octave per
tal com s accepta que qualsevol iterable, jasigui unallista, unatupla o una array, repre-
senta €ls coeficients d' un polinomi ordenats de major a menor grau. Aixi, per exemple,
per representar el polinomi

p(X) = X" +3x* -1,

avaluar-loen 0.5i cacular-neles arrels fem

>>> p= [1,0,0,0,0,3,0,-1] # coeficients del polinomi

>>> polyval(p,0.5) #1l'avaluem en 0.5

-0.2421875

>>> polyval(array(p),0.5) # polyval pren arrays, llistes o tuples

-0.2421875

>>> arrels=roots(p); arrels #; dues instruccions en una linia

array ([ 0.96979381+0.77159912j, 0.96979381-0.77159912j,
-0.37392903+1.23052948j, -0.37392903-1.23052948j,
0.57156842+0.j,-1.17929795+0.j, -0.58400002+0.3j1)

>>> abs (arrels) # calculem els moduls dels vectors.

array ([ 1.2393003 , 1.2393003 , 1.28608932, 1.28608932, 0.57156842,
1.17929795, 0.584000021)
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Recordem que la multiplicacié de polinomis no és la multiplicacié dels vectors de coe-
ficients element a element (cosa que correspondriaal producte pxq per ap i q array que
representin els coeficients), sind que hem d’usar € producte de convolucio

>>> p =[1 ,0 ,0 ,1]

>>> q =[1 , -2 ,2]

>>> convolve(p,q) # en Matlab/Octave seria conv ()
array([ 1, -2, 2, 1, -2, 21)

0 bé I’ ordre po1ymu1 (), juntament amb altres de significat for¢a evident

>>> polymul(p,q)

array([ 1, -2, 2, 1, -2, 21)

>>> polydiv(polymul(p,q),q) # quocient,divisio com a llista d'arrays
(array([ 1., 0., O., 1.1), array([ 0.1))

>>> quocient ,residu=polydiv(polymul(p,q),q) # podem recollir-ho aixi
>>> quocient

array([ 1., 0., O0., 1.1)

>>> residu

array ([ 0.1)

>>> resultat=polydiv(polymul(p,q),q) # podem assignar-ho a una llista
>>> resultat [0] # primer element el quocient

array([ 1., 0., 0., 1.1)

>>> resultat [1] # segon element el residu

array ([ 0.1)

>>> quocient ,residu=polydiv(polymul(p,q)+1,q) # divisio no exacta
>>> quocient ,residu

(array([ 2., 3., 5., 6.]1), array([ 1., -9.1))
>>> polyder(polyint(q)) # derivem i integrem
array([ 1., -2., 2.1)

i altres funcions que es poden trobar al’ gjuda.

A.4. Representacio grafica

A.4.1 Lordre p1ot()

El funcionament de I’ ordre p1ot en I’entorn Pylab de Python, que esta definida en €
mMOdul matplotlib, €S Molt semblant a Matlab/Octave. Hem de passar una llista (o

array) de valors d' abscisses, una d’ ordenades i una cadena de caracters per a format.
Per exemple, si fem

>>> x=[0,1,2,3,4]
>>> y=[1,2,4,1,1]
>>> plot(x,y)

ens apareixera una finestra semblant alagrafica de I’ esquerrade lafiguraA.1, desd on
podrem exportar, ampliar o modificar lafigura. Si fem un altre dibuix, com per exemple:

|>>> plot(x,'o--') # els punts (0,0),(1,1),... units amb linies disc.
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Fig. A1
40 40 — Exemples de la finestra
7 grafica del paguet
s 2 o Matplotlib amb
Python/Pylab.
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veurem, com s'indica a la grafica de la dreta la figura 1, que el comportament per de-
fecte és anar afegint les grafiques amb colors diferents com a capes sobre una mateixa
figura. Per deixar d'afegir elements, caldra tancar la finestra o bé escriure, a la con-
sola, I'ordre close() per tancar-la. Per tenir aquest comportament és important usar la
consola IPython amb € mode -py1ab, com hem indicat al comencament, jaque si Usés-
sim la consola Python normal i haguéssim cridat €l paquet Pylab (fent, per exemple,
from pylab import *) hauriem d'escriure I’ ordre show() perque es mostressin les ordres
grafiques que hi hem introduit fins aleshores.

A.4.2 Rangs de valors

Com en Matlab/Octave, amb vista a representar funcions és important saber definir
rangs de valors (del tipus inici:increment:condicio_parada €N Matlab/Octave). AiX0
ho farem amb les instruccions arange () | 1inspace ()

>>> arange(5) # comencem en 0. Incrementem en 1 mentre <5

array ([0, 1, 2, 3, 4])

>>> arange(1,5) # comencem en 1. Incrementem en 1 mentre <5

array ([1, 2, 3, 41)

>>> arange(1,5,0.5) # comencem en 1. Incrementem en 0.5 mentre <5
array([ 1. , 1.5, 2., 2.5, 3., 3.5, 4. , 4.5])

>>> linspace(0,1,11) # 11 punts equiespaiats en [0,1]

array([ 0., 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.1)

A diferenciade Matlab/0ctave, lacondicio de paradade |’ ordre arange () és estricta.

A.4.3 Representacio de funcions

Com hem vist abans, un dels avantatges de Python/Pylab és que, per defecte, les opera-
cions indicades sobre vectors s apliquen element a element i, per tant, dibuixar funcions
és forga natural. Aixi, per reproduir lafigura 3.5 fem (no copiem el resultat a la consola
de les ordres de dibuix):

>>> x =linspace(0,2,201) # definim les abscisses
>>> yil=1+x +0.5*%x*%2; y2 = exp (x) # definim les ordenades
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Fig.A.2
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per als eixos.

>>> plot(x,yl,'r') # dibuixem la primera grafica

>>> plot(x,y2,'b') # dibuixem la segona grafica

>>> title('Aproximacio de Taylor de 2n ordre') # titol de la grafica
>>> xlabel('x') # etiqueta per a l'eix de les x

>>> ylabel('y') # etiqueta per a l'eix de les y

>>> legend (['1+x+0.5*%x**2"','exp(x)']) # es passa com una llista

i N’ obtindrem com aresultat lafiguraA.2.

Aproximacio de Taylor de 2n ordre
8 . : T

—  14X+0.5%x*+*2
— exp(x)

A.4.4 Definicio de funcions

Per definir una funcio en Python perqueé es pugui utilitzar en I’entorn Pylab, podrem
usar la sintaxi habitual en Python a través de la paraula clau det. Aixi, per definir la
funcié y = cos(x?), podriem escriure:

>>> def funcio(x):
return cos (x**2)

on, després d’introduir els dos punts, la consola IPython ja ens indentara, amb qua-
tre espais, la funcié com correspon amb les funcions de Python. Prement Retorn, po-
dem tancar laindentacid. Si ho haguéssim definit en un fitxer, podriem carregar la fun-
ci6 através de I’ ordre run nom_de_titxer.py (propia de IPython) 0 através de |’ ordre
execfile('nom_de_fitxer.py') (general de Python). Un cop definidalafuncié la podem
cridar des de laliniad’instruccions com qualsevol atrafuncio:

>>> funcio (sqrt(pi))
-1.0
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>>> funcio(array([0,1,2])) # podem aplicar-ho a arrays

array ([ 1. , 0.54030231, -0.65364362])
>>> funcio (array([sqrt(pi*x) for x in range(10)])) # exercici
array([ 1., -1., 1., -1., 1., -1., 1., -1., 1., -1.1)

Recordem que no podem aplicar funcionsdirectament allistessind que, si ho necessitem,
hem de fer servir I’ ordre map O):;

>>> map (funcio, [0,1,2])
[1.0, 0.54030230586813977, -0.65364362086361194]

Una altra possibilitat per definir funcions és fer-ho a través de les funcions andnimes o
funcions 1ambda:

>>> funcio2=lambda x: cos(x**2)
>>> funcio2(sqrt(pi))

-1.0
>>> funcio2 (arange (3))
array ([ 1. , 0.54030231, -0.65364362])

A.5. Zeros i extrems de funcions

Les funcions de calcul de zeros i de minimitzacié es troben al submodul optimize del
modul scipy i, per tenir-hi accés, els hem d’importar; per exemple:

>>> from scipy.optimize import x*

per importar totes les funcions, si bé és millor fer-ho només amb les que necessitem.
Aixi, per a calcul de zeros, e modul scipy.optimize Ofereix moltes funcions de calcul
de zeros i minimitzacio. Per exemple, el métode de la biseccié esta implementat com a
bisect I Un métode semblant al que usen Matlab i Octave quan escridalafuncié fzero
€l trobem abrentq. Tot Seguit els provarem per trobar el zero de lafuncié

f(x) =€ +3x—x*—-2

al’interval [0,1]. Importem el modul, definim lafuncié i cridem abrentq

>>> from scipy.optimize import brentq

>>> funcio=lambda x: exp(x) +3%x -x**2 -2 # definim la funcio anonima
>>> funcio (0)*funcio (1) # comprovem que hi ha un zero
-2.7182818284590446

>>> arrel=brentq(funcio ,0,1) # calculem el zero. Similar a fzero()
>>> arrel,funcio(arrel) # comprovem el zero

(0.25753028543993162, 2.6778579353958776e-13)

De fet, no cal definir abans la funcié (que també podriem haver definit de forma no
andnima) sind que podem usar les funcions andnimes directament dins de larutina
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>>> brentq(lambda x: exp(x) +3*x -x**2 -2,0,1) # funcio anonima
0.25753028543993162

Podem provar de modificar laprecisié amb larutina de labiseccid, bisect, amb diverses
precisions:

>>> from scipy.optimize import bisect # importem biseccio

>>> bisect(lambda x: exp(x) +3*x -x**2 -2,0,1,xtol=0.5) # un pas
0.5

>>> eps=finfo(float64).eps # Determinem 1'epsilon de la maquina
>>> bisect (lambda x: exp(x) +3*x -x**2 -2,0,1,xtol=eps) # tol=eps
0.2575302854398609

Per trobar minims de funcions (i maxims, com vam veure a la practica 4), podem usar
altres funcions del mateix modul. Concretament, si volem un agoritme semblant a que
susaaMatlab i Octave en cridar la funcid fminbnd (), usarem la funcid fminbound ().
Vegem-ho per atrobar el minim delafuncio f(x) = sin(sin(x) + 1) al’interval [1,2]

>>> from scipy.optimize import fminbound

>>> fminbound (lambda x: sin(sin(x)+1),1,2)#definim la funcio anonima
array ([ 1.57079658])

>>> fminbound (lambda x: sin(sin(x)+1),1,2,full_output=True)

(array ([ 1.57079658]), array([ 0.90929743]), 0, 8)

>>> resultat= fminbound(lambda x: sin(sin(x)+1),1,2,full_output=True)
>>> resultat [0], resultat[1],sin(sin(resultat[0])+1)

(array ([ 1.57079658]), array([ 0.90929743]), array([ 0.90929743]))
>>> fminbound (lambda x: sin(sin(x)+1),1,2,full_output=True,xtol=1e-8)
(array ([ 1.57079633]1), array([ 0.909297431), 0, 9)

on en ladarrerainstrucci6 hem canviat latolerancia per defecte (1e-5) ate-8.

A.6. Integracio numerica en Python/Pylab

Per al’ avaluacio numérica d’integrals, com per exemple

"1
/ edx
0
€ls méetodes que hem vist son els compostos de trapezis, de Simpson i de quadratura
adaptativa. Per als dos primers nomeés, necessitem un vector de valorsde x i y amb €els
abscisses i les ordenades de la funcié en punts equiespaiats de I'interval d'integracio.
El modul integrate del paquet scipy conté les ordres trapz i simps amb els métodes

compostos de trapezisi de Simpson. Es criden de manera molt semblant aMatlab/0c-
tave, pero amb ladiferéncia, important, que primer es posalay i despréslax:

>>> from scipy.integrate import trapz,simps

>>> funcio=lambda x: exp(x**2) # definim la funcio

>>> x=linspace(0,1,4+1) # considerem 4 intervals

>>> y=funcio(x) # definm les ordenades

>>> trapz(y,x) # trapezis en 4 intervals. Atencio ordre y,x
1.4906788616988553
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>>> simps(y,x) # Simpson en 4 intervals. Atencio ordre y,x
1.4637107604455966

Per al metode de quadratura adaptativa, cal que passem lafuncio alarutina. Podem usar
les rutines quad (que és la de proposit més general) 0 quadrature, que donen resultats
semblants a la rutina quad1l en Matlab i Octave. Us animo a veure la documentacié
d' aquestes funcions per conéixer-ne els detallsi modificar lestolerancies:

>>> from scipy.integrate import quad,quadrature

>>> quadrature(funcio,0,1) # retorna resultat i error
(1.462651745896296, 9.9209795934029898e-10)

>>> quadrature(funcio,0,1,tol=1e-6) # especifiquem una tolerancia
(1.462651744904198, 7.6885515509772517e¢-08)

>>> quad (funcio ,0,1)

(1.4626517459071817, 1.6238696453143372e-14)

A.7. Control de flux

Els iteradors formen part de la sintaxi basica de Python i, per tant, podem usar-los a
la consola IPython directament. Per exemple, per calcular e terme x;, de la successio
recurrent x, = cos(x,) amb x, = 1, fem

>>> x=0

>>> for n in range(1,10):
.. x=cos (x)

>>> x
0.75041776176376052

s elsvolem guardar en unallista, I"hem d'anar augmentant amb I’ ordre append

>>> x=[0]

>>> for n in range(1,10):

C. x.append (cos (x[n-11))
>>> x

[0, 1.0, 0.54030230586813977,...1]
>>> plot(x,'o--') # podem representar-ho

Per definir séries, podem usar les mateixes técniques que per a Matlab/Octave, pero
voldriem emfatitzar com n'és, de comodai €ficient, la técnica anomenada list compre-
hension. Aixi, per sumar lasérie

100 1

2

n=1
podriem fer, usant list comprehension:
>>> termes=[1.0/(n**2) for n in range(1,101)] # 1.0 volem divisio float

>>> sum(termes)
1.6349839001848923
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com a alternativaa unaiteracio

>>> suma=0

>>> for n in range(1,101):
e suma+=1.0/(n*x*2)
>>> suma
1.6349839001848923

o afuncions sobre els indexs (donat que arange () produeix una array)

>>> indexs=arange (1,101)
>>> sum(1.0/(indexs**2))
1.6349839001848923

0 sense passar-ho usant lafuncié nap sobrellistes

>>> sum(map (lambda x:1.0/(x**2),range(1,101)))
1.6349839001848923

A.8. Matrius i sistemes d’equacions lineals

A Matlab/Octave, €ls vectors i les matrius son essencialment la mateixa estructura.
En I’entorn Python/Pylab, hem vist € tipus array per representar vectors. Encara que
les matrius les introduim mitjancant €l tipus array també, el seu comportament és forca
diferent. Per representar matrius, passarem aarray unallistade Ilistes amb cadascunade
lesfilesi accedirem a's elements de manera natural:

>>> A=array ([[1,2,3],[4,5,61]1)
>>> A
array ([[1, 2, 3],
[4, 5, 611)
>>> A[1,2] # tambe A[1][2] com a llista de llistes Python
6
>>> A[:,0:2] # submatriu
array ([[1, 2],
[4, 511)
>>> A[:,0] # primera columna
array ([1, 41)
>>> A[1,:] # segona fila
array ([4, 5, 61)

Esimportant notar que el resultat de seleccionar una columna és una array unidimensi-
onal, en comptes del que succeeix en Matlab/0ctave. Podem modificar elementsdela
matriu, subconjunts, o copiar-1a, tot i que en aguest darrer cas és important recordar que
es tracta d' objectes mutables i que, per tant, no les podem copiar directament sind que
ho hem de fer através del métode copy

>>> A[0,1]=7; A # assignem un element
array ([[1, 7, 3],
(4, 5, 611)
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>>> A[0,0:2]=arange (8,10);
array ([[8, 9, 3],

[4, 5, 611)
>>> B=A.copy() # copiem A a B
>>> B[:2,:2]=[[0,0],[0,0]] # no cal posar array a la dreta
>>> B
array ([[0, O, 3],

[0, 0, 611)

A # assignem un tros d'una fila

Per coneixer la dimensié d'una matriu, podem fer A.shape O shape(A). També podem
modificar les dimensions de les matrius a través del métode reshape, que ens permet
especificar noves dimensions en una array sense modificar-ne les dades:

>>> array([2,3,4,5]).reshape(4,1)
array ([[2],

[s1,

[41,

[511)
>>> array([2,3,4,5]).reshape(2,2)
array ([[2, 3],

[4, 511D

on laprimerainstruccié és (til per crear vectors columna. Altres operacions interessants
son les que tenim a continuacio:

- Ampliacié de matrius. podem concatenar dues arrays 4 i B 0 bé verticalment mitjan-
¢ant lainstruccio vstack ((4,B)) ([A;B] enMatlab/0ctave) 0 bé horitzontalment amb
I’ordre hstack((a,B)) ([A,B] enMatlab/Octave)

>>> vstack((A,B)) # [A;B] en Matlab/Octave
array ([[8, 9, 3],

(4, 5, 61,
[o, o, 31,
o, o, 611

>>> hstack((A,B)) # [A,B] en Matlab/Octave
array ([[8, 9, 3, 0, 0, 3],
[4, 5, 6, 0, 0, 611)

- Transposicié de matrius: A.transpose() O b€ transpose(4).

A.8.1 Operacions amb matrius

Lasuma-, laresta- i € producte per escalars sobre arrays son naturals:

>>> A+B

array ([[ 8, 9, 6],
[ 4, 5, 1211)

>>> 2%A

array ([[16, 18, 6],
[ 8, 10, 1211)
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perd, en canvi, el simbol del producte és per al’ operacié element a element:

>>> A*B # NO producte matricial
array ([[ 0, o0, 9],
[ o, o0, 361D

mentre que I’ operaci6 del producte matricia s'indicaamb lafuncié dot ():

>>> C=dot(A,B.transpose()); C
array ([[ 9, 18],
[18, 3611)

De la mateixa manera, €l simbol cx+2 representa |’ operacié element a el ement mentre
gue la poténcia enesima de la matriu (com a producte matricial) s'indica amb lafuncié
matrix_power():

>>> matrix_power (C,2)
array ([[ 405, 810],
[ 810, 162011)

i, s el determinant (det ()) ésdiferent de zero, en podem calcular lainversaamb inv():

>>> det (C)

0.0

>>> D=C+eye (2) #C+ Identitat 2x2 no singular

>>> inv(D) # calcul de la inversa

array ([[ 0.80434783, -0.39130435],
[-0.39130435, 0.2173913 11)

A.8.2 Creacio de matrius especials

La majoria de funcions per ala creacié de matrius amb alguna estructura especial que
hem vist enllenguatge Mat1lab/0Octave tenen un andleg molt directe en Python/Pylab:

- Matriusi vectors de zeros: zeros(n) Crea un vector de zeros de dimensio » (diferent
de Matlab/0Octave) i zeros(n,m), Una matriu de zeros de dimensid m x n (cOom en
Matlab/Octave).

- Matrius i vectors d'uns: ones(n) crea un vector de zeros de dimensié » (diferent a
Matlab/Octave) i ones(n,m) Una matriu de zeros de dimensio m x n (COM en Mat-
lab/0Octave).

- Matriu identitat eye (n) (COM en Matlab/0ctave).

- Matrius diagonals diag(v) amb v vector i diag(v,posicio) amb posicio enter (com en
Matlab/Octave).

- Matrius aleatOries rand (n) i rand(n,m) (COM enMatlab/Octave).

- Convertir matrius a triangulars inferiors tri1(a) i sUperiors triu(a) (com en Mat-
lab/0Octave).

- Matriu de Vandermonde associadaaun vector v: vander (v) (COm enMatlab/0Octave).
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- Matriudeblocsat, A2 A3: b1k_diag(a1,42,43) del modul scipy.1inalg (per tant, farem
from scipy.linalg import blk_diag)

- Matriu companion d’ un VECtor v: companion (v) d&l modul scipy.1linalg (per tant, farem
from scipy.linalg import companion)

Per a aquestes dues darreres funcions, caldra que la versié de Scipy sigui superior o
igual alao.s.

A.8.3 Sistemes d’equacions lineals

Per resoldre un sistemalineal Ax= b, on A és una matriu quadrada no singular i b ésun
vector delamateixadimensié usarem |’ ordre so1ve. AiXi, seguint I’ exempledelapractica
6:

>>> A=vander (arange (1,6))

>>> b=cos(arange (1,6))

>>> solve(A,b)

array ([-0.03486786, 0.43661045, -1.55666444, 1.18028894, 0.51493522])

>>> dot(A,solve(A,b))-b # Comprovem el resultat

array ([ 0.00000000e+00, 5.55111512e-17, 4.44089210e-16,
0.00000000e+00, 7.21644966e-161)

Una diferénciaimportant amb Matlab/Octave ésquel’entorn Pylab per a Python no
té rutines per calcular la forma escalonada reduida (rref), aixi com les funcions associa-
des (nu11, rank). Aix0 es deu al's problemes numeérics que varem veure al’ apartat 6.3.2 i
gue fa que aguests métodes siguin poc practics o fiables per a dimensions grans. En cas
gue calgui calcular la forma esglaonada reduida en Python recomanem usar algun dels
paquets per a calcul ssimbolic, com Sympy [20] o I’ entorn SAGE [8].

A.8.4 Valors i vectors propis

En I’entorn Pylab, podem usar lafuncid eigvals per obtenir només els valors propis o
bé lafuncid eig per obtenir valorsi vectors propis:

>>> A=vander (arange (1,6))

>>> eigvals (A)

array ([ 4.59604348e+01, -2.89437019e+01, 6.79538792e+00,
-8.49619485e-01, 3.74986442e-02])

>>> vaps ,veps=eig(A)

>>> dot (A,veps[:,2])-vaps[2]*veps[:,2] # comprovem el resultat

array([ 6.66133815e-16, 2.22044605e-15, 1.77635684e-15,
3.77475828e-15, 0.00000000e+00])

i obtenim laforma diagonal atravésde

>>> dot (inv(veps) ,dot (A,veps))

array ([[ 4.59604348e+01, 3.06569006e-15, -1.46434514e-14,
-5.25766225e-15, -1.22396587e-14],

[ -7.16180587e-15, -2.89437019e+01, -1.11560067e-14,
-8.33466868e-16, -5.28838117e-15],
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[ 1.09547788e-15, -5.43749074e-15, 6.79538792e+00,
-2.29083788e-15, -7.16729634e-17],

[ -5.47131784e-15, 1.70263109e-15, -1.81387023e-16,
-8.49619485e-01, -5.17729831e-17],

[ -6.96057795e-15, -2.78509854e-15, -1.39780765e-15,
-1.13143951e-15, 3.74986442e-0211)

Podem comprovar els valors propis calculant el polinomi caracteristic i avaluant-lo en
lesarrels

>>> polinomi=poly (A)

>>> polyval(polinomi,vaps)

array([ 1.56700253e-09, 4.53297844e-09, -4.16662260e-11,
7.38964445e-13, 0.00000000e+00])
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