Apunts d’Algebra Computacional

Facultat de Matematiques i Estadistica
Departament de Matematica Aplicada 11

Antonio Montes

Febrer 2012






Index

Capitol 1. Ideals, Polinomis, Factoritzacié Unica i Varietats afins

1.

PN wWN

9.

10.
11.
12.
13.

Anells, Ideals

Dominis Euclidians i PID’s

Definicié de polinomis sobre un anell commutatiu R.

Anells Noetherians

Dominis factorials (UFD)

Espai afi

Varietats Afins

La topologia de Zariski a K™

Ideals de varietat. Correspondencia Varietats - Ideals
Ideals i Radicals
Quocient d’ideals i diferencia de varietats
Parametritzacio i descomposicié de varietats en irreductibles
Exercicis

Capitol 2. Bases de Grobner

1.
2
3
4
D.
6.
7
8
9
1
1

0.
1.

Problemes a resoldre
Polinomis, notacions.
Ordres monomials
Algorisme de divisié a K|[Z]
Ideals de monomis i lema de Dickson
Teorema de les bases de Grobner
Propietats de les bases de Grobner
Determinacié de les bases de Grobner
Algorisme de Buchberger
Millores de ’algorisme de Buchberger
Exercicis

Capitol 3. Teoria de I’Eliminacié

1.

XN Ot W

El teorema de I’eliminacié

Interseccié d’ideals

Quocient d’ideals

Pertinenca a l’ideal radical

Aplicacions: Punts singulars de corbes
Aplicacions: Envolupant d’una familia de corbes
Descripcié del teorema de I'extensio

Geometria de ’eliminacid

co Ut Ot

15
19
20
22
23
26
28
29
33

45
45
47
48
50
52
95
56
58
62
63
71

75
75
7
81
83
84
87
90
93



9.

10.
11.
12.

INDEX

Resultants
Resultants i teorema de I'extensio
Resultants generalitzades i teorema de I'extensié
Exercicis

Capitol 4. Nullstellensatz i Conseqiiencies

1.

A el

Nullstellensatz d’Hilbert
Teorema de la Clausura
Implicitacié

Quocient d’ideals
Saturacié

Exercicis

94
100
102
106

111
111
114
117
123
124
127



CAP{TOL 1

Ideals, Polinomis, Factoritzacio Unica i Varietats
afins

1. Anells, Ideals

Resumim breument definicions i conceptes que se suposen coneguts i que
convé repassar per comprendre bé el curs.

DEFINICIO 1.1 (Anell). Un anell R és un grup additiu abelia amb una
operacié producte (a,b) — abiun “element identitat”1, que, per tot a,b,c €
R verifica

a(bc) = (ab)c (associativa)
alb+c¢) = ab+ac
(b+c)a = ba+ca (distributiva)
la = al=a (identitat)

Si a més a més compleix que per tot a,b € R és ab = ba, direm que R
és un anell commutatiu. En aquest curs tots els anells que apareixeran
seran commutatius.

DEFINICIO 1.2 (Unitat o element invertible). Una unitat d’un anell R
és un element u pel qual existeix un element v € R, tal que uv = 1.

DEeFINICIO 1.3 (Divisor). Donats a,b € R, diem que b divideix a (no-
tacio: b | a), si existeix ¢ € R tal que a = be.

DEFINICIO 1.4 (Divisor de zero). Un divisor de zero és un element no
nul r € R tal que per algin s € R no nul es verifica r s = 0.

DEFINICIO 1.5 (Domini). Un domini és un anell R sense divisors de
zero.

ProprosiciO 1.6. Un anell R és un domini ssi
(a £ 0) A (ab = ac) — (a =)
DEMOSTRACIO. Exercici 1.3. O

Un cos és un anell pel qual 1 # 0, i tot element no nul és invertible.
Denotem Z, Q, R, C per designar respectivament I’anell dels enters i els cossos
dels racionals, reals i complexos.

Un sub-anell de R és un sub-conjunt tancat per suma, resta i multi-
plicacié que conté la identitat de R. Un exemple de sub-anell de R[z] és
Z[z).
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DEFINICIO 1.7 (Ideal). Un ideal d’un anell commutatiu R és un sub-
anell 7 tal que per tot r € Ris €7 es verificarseZ
Direm que

<S>:{ZT2‘S¢I r €R, s; €8S, nZl}
1

és l'ideal generat per un sub-conjunt S C R. Si S és un sub-conjunt
finit S = {s1,..., s, }, llavors escriurem (S) = (s1,..., ). Convindrem que
'ideal generat pel conjunt buit és el I'ideal {0}.

Si Z = (S) direm que S és un conjunt de generadors o una base de
T

DEFINICIO 1.8 (Ideal principal). Un ideal d’un anell és principal si té
una base formada per un unic element: Z = (h).

DEFINICIO 1.9 (Anell quocient). Sigui Z un ideal de R. Definim
(i) laclassedea e Rpera=[alz={b: beR, b—a €I},
(ii) el conjunt quocient R/Z per R/Z = {[a]z : a € R},

(iii) la suma i producte d’elements de R/Z per

+b=a+b

b=ab

(ol

Q QI

Proprosicio 1.10. . El conjunt R/Z aizi definit amb les operacions
associades €s un anell.

DEMOSTRACIO. Exercici 1.5. O

DEFINICIO 1.11 (Suma, producte i interseccié d’Ideals). Donats dos
ideals Z, J d’un anell R, definim les operacions suma i producte per

I+J = {a+b:a€Z,beJ}

-9 = QZakbk: n>1, a, €L, bp €T
k=1
INg = {a: (a€l)N(ae J)}

Més en general, si tenim una colleccié d’ideals C Z; : i € I, definim la suma
de tots ells

n
> Ti=S>a; i n>1, €T, i; €T
il j=1

ProprosiciO 1.12. SiZ 1 J sén ideals de R, llavors

()ZI+J,ZT-JiZINJ son ideals.
2)Z-7CINnd.

DEMOSTRACIO.
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(1) Exercici.

(2) Sia eI -J,llavors a =) bic,onb €Zic € J. Per ser
7, J ideals, cada producte b;c; pertany a Z i a J i per tant a la
interseccié I N J. Per tant, a = ZZ b; ¢; també pertany a I N J.

O

ProposICIO 1.13. SiZ = {(a1,...,an), i T = (b1,...,bm), llavors:

(i) Z+J = (a1,...,an,b1,...,0m)
(i) Z-TJ=({arbs: 1<r<n, 1<s<m})

En canvi no hi ha una expressié evident de la interseccié en termes dels
generadors corresponents

DEMOSTRACIO. Exercici. O

DEFINICIO 1.14 (Ideal primer). Direm que un ideal Z d’un anell com-
mutatiu R és primer si Z # R (diem, llavors, que és un ideal propi) i si
a,be RiabeZ implicaqueacZobel.

ProprosiciO 1.15. Si un ideal T és primer i conté un producte d’ideals
T To... Tn CI, llavors conté algin dels J;.

DEMOSTRACIO. Exercicis 1.81 1.9. O

DEFINICIO 1.16 (Ideal maximal). Un ideal P de R és maximal si és
un ideal propi no contingut estrictament en cap altre ideal propi.

ProposICIO 1.17. P C R és un ideal primer ssi R/P és un domini.
ProposICIO 1.18. P C R és un ideal mazimal ssi R/P és un cos.
COROLLARI 1.19. Tot ideal mazximal és primer.

DEMOSTRACIO. Exercici 1.10 O

DEFINICIO 1.20 (Element primer). Un element a € R no nul és primer
si no és una unitat i si a divideix un producte b ¢ llavors a divideix a un dels
factors b o c.

DEFINICIO 1.21 (Element irreductible). Un element a € R és irreduc-
tible si no es pot descompondre en producte b c d’elements b, ¢ no unitaris.

ProprosicIO 1.22. Si R és un domini, tot primer p € R és irreductible.
DEMOSTRACIO. Si p és primer i p =wuw, llavors p | u o p | v. Ara bé,
plu = 3FgER, gp=u=pqu=uv=p= qu=1= v és una unitat.

Analogament p | v = u és una unitat. Per tant p és irreductible. (|
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2. Dominis Euclidians i PID’s

DEFINICIO 2.1 (PID = Principal Ideal Domain). Un domini tal que tots

els seus ideals sén principals diem que és un domini d’ideals principals
o PID.

DEFINICIO 2.2 (Domini euclidia). Un domini R és euclidia si existeix
una aplicaci6é de g : R\ {0} — N, que anomenem norma, amb les propietats
segiients:

(i) Sia,be Ria#0,b+#0,llavors g(ab) > g(a).
(ii) Donats a,b € R, amb b # 0, existeix una expressié

a=bq+r
on, o bé r =0, o be g(r) < g(b).
ProprosicIO 2.3. Tot domini euclidia R és un domini d’ideals principals.

DEMOSTRACIO. Sigui Z un ideal de R, que podem suposar Z # {0}.
Prenem b # 0 un element de Z tal que g(b) sigui minim i veiem que Z = (b).
Sigui a € Z, a # 0. Per ser euclidia, a = bg+7r 1,0 bé r =00 bé g(r) < g(b).
El segon és impossible perque r = a — bg € T i per 'eleccié de b, g(b) és
minim. Per tant r =0, 1 a € (b). O

DEFINICIO 2.4 (Maxim comu divisor). Donats dos elements a,b d’un
domini R, definim un ged(a,b) com un element d € R tal que
(i) d|aid]b.
(ii) Sipe R éstal que p|aip|b, lavors p | d

OBSERVACIO 2.5. El ged(a,b) si existeix és tdnic tret de multiplicacié
per una unitat, ja que si n’hi hagués dos di,dy es tindria d; | d2 i ds | dy, i
per tant dij = udy on u és una unitat. Quan el ged(a,b) és una unitat, ho
escriurem ged(a, b) = 1.

Proprosicio 2.6 (Identitat de Bézout). Si R és un PID, cada parell
d’elements a,b té un ged(a,b), i es verifica una identitat de Bézout de la

forma
Aa + Bb = ged(a,b), amb A,BE€R

DEMOSTRACIO. Per ser R un PID és (a,b) = (h), d’on resulta la iden-
titat de Bézout si provem que h = gcd(a,b). En efecte: Com que a € (h) i
b € (h) es compleix la condici6 (i) de ged. Sip|aip|b, lavors a,b € (p) i
per tant (h) = (a,b) C (p). Aixi h € (p) i p | h. Per tant h = ged(a,b). O

OBSERVACIO 2.7. En un PID no tenim en general un algorisme per
determinar el gcd, mentre que un anell euclidia tenim 'algorisme d’Euclides.

DEFINICIO 2.8 (Minim comi multiple). Donats dos elements a,b d'un
domini R, definim un lem(a, b) com un element m € R tal que
(i) a|mib]|m.
(i) Sipe Réstal que a | pib|p, Havors m | p
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OBSERVACIO 2.9. El lem(a, b) si existeix també és tnic tret de multipli-
cacié per una unitat.

ProrosiciO 2.10. Si R és un PID, cada parell d’elements a,b té un
lem(a, b), i (lem(a, b)) = (a) N (b).

DEMOSTRACIO. Per ser R un PID, existeix m tal que (m) = (a) N
(b). Obviament m verifica (i). Sigui ara M tal que a | M i b | M. En
conseqiiencia M € (a) i M € (b), i per tant M € (a) N (b) = (m). Per tant
m| M. O

3. Definicié de polinomis sobre un anell commutatiu R.

DEFINICIO 3.1. Donat un anell commutatiu R(+, -), definim el conjunt
de polinomis R[z1, ..., x,] en les variables x1, . . ., 2, sobre R, com el conjunt
de totes les expressions que comportin un nombre d’operacions finit entre
elements de R afegint les variables abstractes x1,...,x,. Per definicid, les
variables x;

(i) es comporten com nous elements de R respecte a les propietats
d’anell, podent-se associar, commutar etc. amb els restants ele-
ments.

(ii) x; 1 totes les seves poteéncies i els productes amb diferents poteéncies
de les altres variables sén elements diferents entre si i diferents de
tots els altres.

(iii) els elements z; no tenen invers.

Rlx1,...,xy,) és una extensié de R amb els elements z1,...,x,. Donat
un element de f € R[xy,...,x,], aplicant la propietat distributiva commu-
tativa i associativa tantes vegades com calgui, i posant

n
——
podem posar-lo sempre en la forma equivalent:
— aq o
f = E Aoy ...an Ty """ z,"
a1...0p

PROPOSICIO 3.2. Estenent les operacions de R a Rlx1,..., x|, tenint
en compte la definicio de polinomi, el conjunt de polinomis sobre R és un
anell commutatiu.

Farem servir la notacié segiient:

T = T1,...,Tp
= (o1,...,0p) €23,
Ca = Cay,.,an € R
% = .. 2

n

Ly
fo= 2 can”
(67
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Posat f en la forma anterior, cada sumand ay,z® és un monomi, I’element
aq €s el coeficient, i x és un producte de potencies.

COROLLARI 3.3. Dos polinomis f,g de K[T] son iguals ssi posats en la
forma f=73" acx®ig= Zﬁ bgsvﬁso’n tals que tenen els mateixos coeficients
en correspondéncia amb els mateixos productes de poténcies.

ExXEMPLE 3.4. Sigui
f=(a+b-z1) (x2a+c-x3) -1+ (a-224+b) (c-xz1+2x2+a)
Expandint tenim:
ba + bexy + (b + a2) 9 + (a + ac) rrxo + bx%xz + ax% + acxix3 + bCfL‘%SL’g

que té la forma indicada.

Podriem també considerar f com un element de (R[z1, z3])[x2], és a dir,
com un polinomi en la variable 23 a coeficients en 'anell Rz, z3]. Per aixo
treiem factor comu les poténcies de xo aixi:

f= (ba + bexy + acxizs + bC$%SE3) + (b +a%+ (a + ac)xy + bx%) To + a:c%

Degut a les propietats d’anell commutatiu, existeix un isomorfisme triv-
ial entre els polinomis de n variables sobre un anell commutatiu, indepen-
dentment de quines variables es considerin com a tals i quines formant
part dels polinomis de ’anell de coeficients. Si representem per y;,y, dos
sub-conjunts de variables formant una particié qualsevol de les variables
T =I1,...T,, tenim l'isomorfisme

(R )w2l = (R[W2))[1] = R[y1,92] = R[z]
que correspon a treure factor comu els diferents productes de potencies de
y?) yl o bé T
4. Anells Noetherians

NOTA HISTORICA 4.1. Es consideren fundadors de l’Algebra commutati-
va David Hilbert (Konigsberg 1862 - Gotingen 1943) i la matematica Emmy
Noether (Erlangen 1882 - Bryn Mawr 1935), ambdés alemanys.

DEFINICIO 4.2 (Anell Noetheria). Direm que un anell R és Noetheria,
si cada ideal de R és generat per un nombre finit d’elements.

OBSERVACIO 4.3. Els PID’s sén Noetherians, ja que cada ideal estd
generat per un Unic element.

ProposICIO 4.4 (Condicié de cadena ascendent ACC). Un anell és Noe-
theria, ssi tota cadena ascendent d’ideals

1 CIo C...

estaciona, €s a dir, existeix un N a partir del qual tots els Iy, son iguals.
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DEMOSTRACIO. =: Si R és Noetherid i Z; C Zo C --- és una cadena
ascendent d’ideals, prenem 7 = U5°,7;. (Ex: Proveu que Z és un ideal.) Per
ser R Noetheria, Z admet un conjunt finit de generadors: Z = (ay,...,an).
Per la definicio de 7, cada a; pertany a algun Zj(;). Sigui IV un cota superior
dels indexos j(i), 1 <i < n. Obviament Z C Zy, i per tant, Iy = INy1 =
U

<: Demostrem ara que si tota cadena ascendent estaciona, un ideal 7
qualsevol admet un conjunt finit de generadors. En efecte, sigui a1 € Z. Si
7T = (a1), ja hem acabat. En cas contrari sigui ag € 7\ (a1). Si Z = (a1, a2)
hem acabat, altrament prenem az € Z\ (a1, a2). .. Aquest procediment acaba,
ja que anem construint una cadena ascendent (aq) C (a1, a2) C ..., que per
hipotesi estaciona. Concluim que Z = (aq,as, ...,an) i Z és Noetheria. [

TEOREMA 4.5 (de la Base d’Hilbert). Si R és Noetheria, llavors R[x]
també ho és.

DEMOSTRACIO. Sigui Z un ideal de R[z] i n > 0. Notem
n .
F=N e, an=lc(f), 2" =1pp(f), ana" =Im(f).
=0

Direm que a,, és el coeficient principal, " la potencia principal i a, z™ el
monomi principal de f € R[x].
A partir de Z formem els conjunts

T, :={le(f) eR : feTZ, lpp(f)=2a"}.
Com que els Z,, formen una cadena ascendent d’ideals de R (perque?), esta-
cionen en un cert index N. Prenem B; C Z; un sistema finit de generadors
de 7Z; per a cada 0 < ¢ < N, i per cada element a € B;, un polinomi
fa € T amb Im(f) = ax'. Sigui B = ByU---U By. Anem a demostrar que
Z = (fa :a € B). Provem per induccié sobre el grau i de f, quesi f € T
llavors f € (f, :a € B). Peri =0 és clar. Si 0 <i < N sigui Im(f) = ba?,
amb b € Z;. Llavors b = ZaeBi rqaiper tant f— ZaeBi rq fo té grau menor
que ¢ (hem cancellat el terme de grau ¢) amb un polinomi de (f, : a € B).
Per tant, per la hipotesi d’induccié pertany a (f, : a € B), d’on resulta que
també f € (f, :a € B). Sii> N llavors b =3, p 7ga i fem el mateix

raonament amb el polinomi f — ) re N f,. O

a€EByN
COROLLARI 4.6. L’anell dels polinomis K[| = K|x1,...,2z,] den vari-
ables sobre un cos (o un anell Noetheria) K és Noetheria.

DEMOSTRACIO. Només cal aplicar induccié al teorema 4.5. U

PRrROPOSICIO 4.7. En un anell Noetheria, de tot sistema generador d’un
ideal s’en pot extreure un subsistema finit.

DEMOSTRACIO. Si S C R i Z = (S), prenem ag € S qualsevol. Si
S C (ap) ja hem acabat. Sino, prenem a; € S\ (ap). Si S C (ap,a1) ja hem
acabat, altrament prenem as € S\ (ag,a1)...Aquest procés ha d’acabar
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dones altrament construiriem una cadena infinita estrictament ascendent
d’ideals:
<a0> C <a07a1> - <a07a17a2> c--
O

ProprosicIO 4.8. Si R és un domini Noetheria, tot element a € R des-
composa en producte d’irreductibles.

DEMOSTRACIO. Si a és irreductible ja hem acabat. Si no, sigui a =
aias amb ai,as no unitaris. Obviament, pels ideals generats tenim: (a) C
(a1) 1 també (a) C (ag), on les inclusions sén estrictes. Si algin dels
factors (a; per exemple) no és irreductible, descomponem a; = ajja;e i aixi
successivament. S’obté aixi un arbre de descomposicions i per cada branca
apareix una cadena d’ideals estrictament ascendent:

<CL> (- <(1i1> (- <am-2) cC ...

Cal que les descomposicions acabin en producte d’irreductibles, altrament
obtindriem una cadena estrictament ascendent d’ideals en contradiccié amb
el fet que R és Noetheria. Es forma aixi un arbre de descomposicions on
cada branca és finita, i pel lema de Konig, I’arbre és finit. O

A fi d’il'lustrar la demostracié no constructiva del teorema de la base de
Hilbert, incluim una construccié feta per tanteig en un quadern de treball
de Maple.

Exemple de construccié heuristica de les bases definides en la
demostracié del Teorema de la Base de Hilbert, emprant Maple.

> with(Groebner) : read(‘dpgb.mpl‘): with(dpgb):

Exemple a Z[x].

La demostracié donada del teorema de la base de Hilbert no és
constructiva. No obstant, donat un ideal I de R[z] defineix una successi6
d’ideals [Iy, I;..Iy] de R i uns conjunts de polinomis associats

Fo=[fo1--fory], F1=[f11--fik)s - EN=[fN1--FNky]

de R[z] que, tots junts, formen una base finita de I. Posem un exemple i
intentem construir els ideals descrits a la demostracié del teorema.

Enunciat:

A fi d’il.lustrar el teorema, considerem 1'deal de Z[z] segiient:

I=[302%+2x, 4425 — 727
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a) Construim els generadors de la familia d’ideals {I;} de R i els conjunts
{F;} de R]z| associats que segons el teorema formen una base de 1.

b) Seguim el procediment inductiu descrit en la demostracié per
comprovar que g = 44 2° — 723 es pot expressar en la base obtinguda de I
i obtenim 'expressié corresponent.

Solucié:
a) Sigui 'ideal de Z[z] segiient:

> H:=[30%x"2+2%x,44*x"5-7*x"3] ;

H:=[302%+2x, 442° — 727

Si el considerem a @Q[z], podem determinar la base anomenada de Grobner
mitjancant la comanda:

> GH:=gbasis(H,plex(x));

GH := [z]

Per tant, a Q[z], I'ideal en qiiesti6 conté tots els polinomis multiples de z.
Pero a Z[z] no es poden aconseguir tots, ni en particular tampoc z.

Per tal de construir els generadors dels ideals descrits, tractem d’eliminar
els coeficients principals, i obtenir polinomis de H per cada potencia de z
amb coeficient principal tant petit com sigui possible:

> f1:=H[1]; f2:=H[2];
f1:=302%+22
f2:=442° - 723

Definim el S-polinomi de fi g de la manera segiient:

lem(im(f), m(g) £ lem(Im(f), Im(g)) g
SEO="""0m T (e

on Im(f) és el monomi principal (tant en coeficient com en variables). La
definicié de S-polinomi té per objecte cancel.lar els monomis principals
d’ambdés polinomis.

> £3:=pspol(f1l,f2,plex(x));
13 :=44z* + 10523
> f4:=pspol(£3,f1,plex(x));

f4 :=153123
> fb:=pspol(fl,f4,plex(x));
f5 := 306222

> f£6:=pspol(f1,f5,plex(x));
16 = 3062z
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> hl:=pspol(f1,f6,plex(x));

hi1 := 3062z
> f7:=pspol(£6,f2,plex(x));
f7:=10717 23

Vv

pspol (£7,£6,plex(x));
0
> h2:=pspol(f7,£f2,plex(x));
h2 := 75019 2®

Hem obtingut dos polinomis de H de grau 2. A fi d’aconseguir un
coeficient que pugui ser generador de I emprem la identitat de Bézout
pels coeficients. Aixi obtindrem un polinomi de Is que tindra un coeficient
que genera els coeficients dels dos polinomis obtinguts:

> igcdex(coeff(f1,x"2),coeff(£f5,x72),’A’,’B’), [A,B];
2, [-102, 1]
> f8:=expand (A*f1+B*£f5) ;
f8:=22%—-204x
Ara busquem el generador de I3
> igcdex(coeff(f4,x"3),coeff(£8,x°2),’A’,’B’), [A,B];
1, [1, =765]
> f9:=expand (A*f4+B*x*£f8) ;
19 := 23 4 156060 x>
que tenint en compte fg 1 fg es pot reduir a
> b0:=iquo(156060,3062); h9:=f9-bO*x*f6;
b0 := 50
h9 := 2 + 2960 2>
> h10:=h9-1480%£f8;
h10 = 23 + 301920 x
> bl:=iquo(301920,3062); £10:=h10-b1*f6;
b1 := 98
f10 := 23 + 1844 x
La base dels S és:
> S:=[f6,f8,f10];
S :=[3062x, 22% — 204z, 2® + 1844 x|
en correspondencia als ideals de Z:
> I0:=[]; I1:=[3062]; I2:=[2]; I3:=[1];
10 =]
I1 = [3062]
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12 .= [2]
13 :=[1]

b) Comprovem ara que f2 es pot expressar per la via d’induccié de la
demostracié en termes de S:

> rl:=expand(£2-44*x"2%£10);
rl = —81143 23
> cl:=-coeff(rl,x"3); r2:=expand(ri+cl*f10);
cl := 81143
r2 := 149627692 x
> c2:=iquo(coeff (r2,x),coeff(£f6,x));
c2 := 48866
> expand(44*x~2*f10-c1*f10+c2*£f6) ;
4425 — 723

> g:=collect(expand(44*x~2*F10-c1*F10+c2*F6), {FG ,F8,F10
> },distributed);

g := (44 2% — 81143) F10 + 48866 F'6
Aquesta és, doncs, una expressié de g en termes dels polinomis de S.
Comprovem-ho:
> expand(subs(F6=£6,F8=£f8,F10=£f10,g));

44 x° — 7 23

5. Dominis factorials (UFD)

DEFINICIO 5.1 (UFD = Unique Factorization Domain). Direm que un
domini R és un domini de factoritzacié tnica o domini factorial,
(UFD), si cada element es descompon en producte d’elements irreductibles
de R de ‘forma unica’, és a dir si a = [[;_; pi = [[;_; ¢ on tots els p; i ¢;
sén irreductibles llavors » = s i cada p; és de la forma g;u;, amb wu; unitari.

LEMA 5.2. Sigui R un domini on tot element admet una descomposicio
en producte d’irreductibles. Llavors son equivalents:

(i) R és un domini de factoritzacié unica.
(il) En R, tot element irreductible és primer.

DEMOSTRACIO. .
(i) = (ii): Sigui R un UFD i sigui ¢ € R irreductible. Si g | bc, siguin b =
P1--c o Pric=qi----qs les descomposicions en factors irreductibles

de b i ¢ respectivament. La descomposicié de bc sera el producte
de les dues anteriors. Per tant tindrem
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i com la descomposicié de be és unica i g és irreductible, g ha de
coincidir amb algin dels factors anteriors. Per tant, o ¢ |bo q | c.
(ii) = (i): Suposem que a € R té dues descomposicions:

a=aas...a, =biby...by,

on cada a; i cada b; son irreductibles i per tant, per hipotesi,
primers. Com que cada a; divideix [] j bj, ha de dividir a un d’ells,
posem bj(;). Pero com que bj(;) és irreductible, aixo implica que a; i
bj(;) sén iguals tret de multiplicacié per una unitat. Podem cancel-
lar-los i continuar amb els altres factors. Finalment quan haurem
cancellat tot els a; s’han d’haver cancellat tots els b; excepte uni-
tats. Aix0 demostra la unicitat de la descomposicié.

O

COROLLARI 5.3. Un domini Noetheria R és UFD sii en R tot irre-
ductible és primer.

DEMOSTRACIO. Per la proposicié 4.8. O

COROLLARI 5.4 (PID = UFD). Tot domini d’ideals principals és facto-
rial.

DEMOSTRACIO. Tenint en compte el corollari 5.3, tinicament caldra
provar que en un PID tot irreductible és primer.

Si a és irreductible i a | be, si a {1 b llavors el ged(a,b) és 1, ja que
essent a irreductible I'inic divisor no unitari que admet és ell mateix llevat
d’inversible. Per tant existeixen A, B tals que Aa + Bb = 1. Multiplicant
per ¢ resulta Aac+ Bbc = ¢. Com a divideix els dos termes, necessariament
alc O

ProrosiciO 5.5. En un UFD sempre existeir el ged i el lem. A més:
(i) st les descomposicions en factors irreductibles (=primers) de

atb son
a = szcyij b= Hpim’
llavors
gcd(a, b) _ sznin(aiﬂi) ’ lcm(a, b) _ Hpgnax(ai,ﬁi)‘

(ii) ged(a,b)lem(a,b) = ab.
(iii) (lem(a,b)) = (a) N (D).

OBSERVACIO 5.6. En un UFD no té perque existir identitat de Bézout
(tal com es pot observar en l’exercici 1.15); expressat en termes d’ideals, ja
no és valida la férmula (a, b) = (ged(a,b)). En canvi si continua essent valida
Pexpressié corresponent pel lem donada per (iii) de la proposicié anterior, i
a partir d’ella podem obtenir el ged per apartat (ii).
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DEFINICIO 5.7 (Contingut d’un polinomi). Sigui p = Y7, a;z’ un poli-
nomi sobre un UFD. Definim el contingut de p aix{:
cont(p) = ged(ag, ..., an)
Amb aquesta definicié, traient factor comi cont(p), resulta
p =cont(p)p;, on cont(py)=1.
Direm també que p; és la part primitiva de p:
p1 = primpart(p).
LEMA 5.8. Sigui R un UFD i f,g € R[z]. Llavors
cont(f g) = cont(f) cont(g).

DEMOSTRACIO. Siexpressem f = cont(f) f1, g = cont(g) g1 amb cont(f;) =
11 cont(g1) = 1, llavors tindrem:

fg = cont(f)cont (g) f1 g1
Hem de provar que cont(f; g1) = 1. Posant

n m n+m

. . &

fi= E a;x', g1 = § bjz?,  figr = E cpT
i=0 7=0 k=0

. k
tindrem
C — Z aibk_i.
i=0

Només cal provar que si p € R és primer, llavors no divideix algun ¢;. Com
que p no pot dividir tots els a; ni tots els b;, siguin 4, j els primers indexos
tals que p t a; ip 1 bj. El coeficient de z'17 és:

Citj = aobiyj + -+ a;—1bj41 +a;bj +ai1bj_1 + -+ aiyjbo

Per hipotesi p | as per 0 < s <iip | bs per 0 < s < j. Per tant, p divideix
a tots els termes del segon membre excepte potser a;b;. Com p és primer i
no divideix ni a; ni b;, tampoc divideix al producte. Per tant ptc;y;. O

LEMA 5.9 (Gauss). Siguin R un UFD i f € R[z], amb cont(f) = 1.
Llavors f és irreductible en Rx] ssi ho és a l'anell Quot(R)[x], on Quot(R)
és el cos de fraccions de R.

DEMOSTRACIO. =: Suposem que f € R[z] és reductible a Quot(R)|x].
Anem a provar que també ho és a R[z].
En efecte, si f = gh, i g,h € Quot(R)[z] de grau positiu en z (en cas
contrari serien unitats), llavors, multiplicant per un cert d € R, obtenim
df=gh

amb g, h € R[z] del mateix grau que § i h respectivament. Pel lema 5.8,
d = cont(g) cont(h). Dividint d f = g h per d obtenim

f= % - <coni(g)> <conli(h)> ’
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on ara els dos factors de la dreta pertanyen a R[z]. Com que s’obtenen
respectivament a partir de g i h multiplicant i dividint per elements de R,
continuen tenint grau positiu en x i no sén unitats de R[z]. Aixi f és
reductible a R[z].

<: Suposem que f € R[z| és reductible a R[z]. Anem a provar que
també ho és a Quot(R)[xz]. En efecte, si f = gh en R[z], on g i h no
sén unitats de R[z], aquesta descomposicié també és valida a Quot(R)[z].
L inic que hem de veure és que els factors no sén unitaris a Quot(R)[z]. De
cont(f) = 1, pel lema 5.8, deduim que cont(g) i cont(h) sén unitats de R.
Com que g i h no sén unitats de R[z], han de tenir grau positiu en x i per
tant tampoc sén unitats de Quot(R)[z]. O

TEOREMA 5.10 (Gauss). St R és un UFD, llavors R[z] també ho és.

DEMOSTRACIO. Tenint en compte el lema 5.2 i I’exercici 1.20, només cal
provar que si R és UFD llavors tot element irreductible f € R[z] és primer.
Distingirem dos casos:

Cas 1: deg(f) = 0. En aquest cas f € R i per tant f també és irreductible
en R. Pel lema 5.2 f és primer en R. Suposem ara que f | gh
on g,h € R[z]. Pel lema 5.8 resulta que f | cont(g)cont(h), per
tant f | cont(g) o f | cont(h). Pero si f | cont(g) llavors f | g i
analogament per h.

Cas 2: deg(f) > 0. Observem primer que cont(f) = 1, altrament podriem
descompondre f = cont(f) f1, amb cont(f;) = 1. Suposem que
f | ghaR|z]. Pellema de Gauss 5.9 f és irreductible a Quot(R)[x],
que és un PID. Per tant f és primer en aquest domini i f divideix
g o h a Quot(R)[z]. Anem a veure que f també divideix g o h a
R[z]. Si fGg =g amb ¢ € Quot(R)[z], velem que ¢ pertany de fet a
Rx]. Multiplicant per un d € R convenient ¢ := d¢ € R[z]. Aixi
fq=dg, d’on cont (q) = dcont(g). Per tant d | cont(q), i finalment

7= Con;(Q) con?:(q) € Rlzl.

O

COROLLARI 5.11. Si R és UFD, llavors l’anell de polinomis de n vari-
ables Rlx1, ..., xy,] també ho és.

DEMOSTRACIO. Aplicant induccié al teorema 5.10. O

En la figura 1 podem veure un esquema de les implicacions en 'estruc-
tura dels dominis.
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" R es Euclidia ”—l
|A1gorisme d’Euclides|
4" R es PID |

| Identitat de Bezout |

" R es Noetheria ”—l

"R[x] es Noetheria"

Irreductible — primer| |Descomposa en irred.|
|
'
| ResUFD "—l

| Rlz] és UFD |

|Existeixen ged i lcm|

Ficura 1. Dominis i implicacions

6. Espai afi

DEFINICIO 6.1 (Espai aff). Donat un cos K i un enter n, I'espai aff de
dimensié n sobre K és

K"={a=(a1,...,an) 1 a1,...,an € K}.
Cada polinomi f € K[Z]| defineix una funcié polinomica

f: K" — K
a — f(@),

on f(a) és el resultat de substituir Z per @ en l'expressi6 de f.

PROPOSICIO 6.2. Si K és un cos infinit, i si f € K[Z], llavors f =0 a
K(z] ssi f : K™ — K és la funcidé nulia.

DEMOSTRACIO.

=: Obvi.

<: Ho provarem per induccié sobre el nombre de variables n.
Per n = 1, sabem que un polinomi de K[z| no nul té un nombre
finit de zeros, i per tant, si s’anulla en infinits punts ha de ser el
polinomi nul.
Sigui f € Klz1,...,2z,] un polinomi que s’anulla sobre tot K.
Podem escriure f en la forma

N
F=> g,
=0
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on cada g; € Klz1,...,2p—1]. Anem a provar que cada g; és el
polinomi nul (de n — 1 variables), el que implica que f és també el
polinomi nul.

Fixem (a1,...,a,_1) € K" 1. Per la hipotesi sobre f, el polinomi

flat, ... an—1,2,) € Klxy)

s’anul'la sobre tot K, per tant ha de ser el polinomi nul. Aquest fet
implica que cada un dels coeficients de f(aq,...,an—1,x,) és nul, és
a dir cada g;(ai,...,ap—1) = 0. Com que el punt (ai,...,a,—1) €
K™ 1 era arbitrari, cada una de les funcions polinomiques g; s’anul-
la identicament sobre K™~ !. Per hipotesi d’induccié cada g; és el
polinomi nul, i per tant també ho és f.

O

EXEMPLE 6.3. En canvi la proposicié anterior no és certa en un cos finit.
Posem per cas K = F3, i considerem el polinomi

f=2—z=zx(x—1)(z —2) C F3[z].

Obviament f no és el polinomi nul, pero la funcié associada a f si que és
identicament nulla, ja que f(0) = f(1) = f(2) = 0.

7. Varietats Afins

DEFINICIO 7.1 (Varietats afins). Sigui n > 1, K un cos i B un sub-
conjunt de K[Z], on T = x1,...,Ty,. Definim

V(B):={ae K" : f(a)=0 per a tot f € B}.

Els conjunts de la forma V(B), on B C K|z], reben el nom de varietats
afins. Com que només parlarem de varietats afins ens estalviarem aquest
adjectiu.

ProPOSICIO 7.2. SiZ = (B) llavors V(I) = V(B), per tant, les varietats
venen definides per ideals. En particular si T = (f1,..., fm) llavors V(I) =
V{{ f1,---, fm}), que per comoditat notarem V(f1,..., fm).

DEMOSTRACIO. Exercici. O

Pel teorema de la base de Hilbert, tot ideal de K[Z] és finitament generat,
per tant les varietats sén sempre solucions d’un nombre finit d’equacions
polinomials.

EXEMPLE 7.3. Els punts, les varietats lineals (les solucions d’un sistema
lineal), les quadriques i més en general les solucions d’una equacié polinomial
sén varietats. La reunié de la parabola y = x2 amb la hiperbola zy = 1 és
una varietat. La ctibica guerxa definida per V = V(2® — 2,22 — ) és una
varietat de R3.

OBSERVACIO 7.4. Dos ideals diferents poden definir la mateixa varietat,
per exemple (z) # (z?) en canvi V({z)) = V((22?)) = {0}.
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OBSERVACIO 7.5. Les varietats afins depenen del cos K. Exemple: V =

(1) V={(z,iz): 2 € C} a C?

(2) V ={(0,0)} a R2.

(3) ZI {(0,0), (1,2), (2,1), (1,3), (3,1), (2,4), (4,2), (3,4), (4,3)} a
5

ProposICIO 7.6. Siguin Z,J ideals de K[Z]. Llavors:

Q) VZNT)=V(IZ-T)=V(IT)uV(T).
(i) VZ+TJ)=VI)NV(T).

DEMOSTRACIO. O

(i), Provem que V(ZNJ)=V(Z-J).

C:Pertotae VZINT)ifeZI -Jé feInJ. Pertant
fl@y=0iaeV(IZ- 7).

D:PertotaeV(Z-J)ifeINnJé felifeJ. Pertant
f2€Z-J1if*a)=0. Pertant f(a)=0iacV(IZNJ).

(i), Provem que V(I NJ) =V(Z)UV(J).

D:Pertota e VII)UV(J)ifeINJés felifeJ. En

conseqliencia, tant si @ € V(Z) com si a € V(J) és f(a) =0 i,
per tant, a € V(I NJ).

Pertota e V(INJ)=V(Z-J)talquea ¢ V(Z)i f € J,

podem trobar un g € Z tal que g(a) # 0. Tindrem fge€Z-TJ i

per tant f(a)g(a) = 0. D’aquiresulta f(a) = 0iaixia € V(7).

(il) C:Sia € V(Z+ J) llavors per tot f € Z és f € T+ J i per
tant f(a) = 0ia € V(Z). Analogament, per tot g € J és
g €I+ Jipertant g(a) =01ia € V(J). Per tant resulta
aeVI)NV(T).

:Pertot a e VZ)NV(T) ésa e V(Z)ia € V(J). Per tant,
per tot f € Zipertotge J és f(a)=01g(a) =0. Per tant,
per tot h = f+g € T+ J és h(a) = 0. Resulta doncs que
aeVIZ+J).

N

1)

COROLLARI 7.7. Siguin Z = (f1,...,fr) + J = {(91,...,9s). Tindrem
V(IZ)=V(f1,..., fs) i V(T)=V(g1,...,9s). Per la proposicié 1.13 resulta

Q) VONV(T)=VIZ+T)=V(f1, s frs g1, 9s)-
(i) VOUV(T) =V(IZnT)=V(Z-J) =V(figj : 1 <i<r,1<j<s),

EXEMPLE 7.8. Utilitzant el corollari anterior tenim

(1) V(zx—z1,y—y1) = V(z —21) NV(y —y1) que defineix un punt com
intersecci6 de dues rectes.

(2) V(ai—az, ¥ —ay) = V((a®—2), 2(z>—y)) = V(£)UV(2®—z, s —y)
que ens permet descompondre la varietat donada com unié del pla
x =01 la cibica guerxa.
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8. La topologia de Zariski a K"
Generalitzant la proposicié 7.6 resulta la segiient:

PROPOSICIO 8.1.
(i) Si{Z;:1<j < N} ésuna colleccid finita d’ideals de K[|, llavors

N

N
vz | = va.
j=1

J=1

(i) Si{Z; : j e J} ésuna colleccio d’ideals de K[Z], llavors

VI 1| = V@)

jed jed
(iii) Les varietats son tancades per unid finita i interseccid arbitraria.

DEMOSTRACIO. .

(i) Es la part (i) de la proposicié 7.6. Cal fer notar, perd, que la unié
infinita de varietats no és en general una varietat. Considerem,
per exemple, la serie d’ideals I; = (x — j) per j € Z. Obviament
V(ﬂj-v:l I;) = ((x —1)(x — 2)...(x — N)). Perd no podem passar
al limit ja que no hi ha cap polinomi que sigui producte d’infinits
factors. La interseccid infinita dels ideals donara l'ideal {0}. En
canvi, la unié de varietats corresponents dona |J32, V(I;) = {j €
Z:j>1} #K.

(ii) En canvi en la segona igualtat podem passar al limit, ja que 231'21 -
- C Z;\le C ... formen una cadena ascendent d’ideals, que per
ser K[z] Noetheria estaciona. Per tant, en el limit, tots dos mem-
bres estan ben definits i segueix complint-se la igualtat.

O

Recordem que una topologia sobre K™ es defineix donant els oberts, que
han de ser una colleccié de sub-conjunts de K™ tancats per interseccié finita,
unié arbitraria i que continguin @) i K™. Alternativament es pot definir a
partir dels tancats (complementaris d’oberts).

Podem, doncs, definir una nova topologia a K™ donant una colleccié
de sub-conjunts de K™, tancats per unié finita, interseccié arbitraria i que
continguin () i K™.

COROLLARI 8.2. Les varietats de K™ son els tancats d’una topologia, que
anomenarem topologia de Zariski. A la clausura topologica (adheréncia)
d’un sub-conjunt A de K™ l’anomenarem clausura de Zariski de A, i la
denotarem per A.

DEMOSTRACIO. Per la proposicié anterior, només cal veure que () i K"
sén varietats: ) = V(1) i K™ =V(0). O



9. IDEALS DE VARIETAT. CORRESPONDENCIA VARIETATS - IDEALS 23

Observem que, per definicié, la clausura de Zariski de A és la minima
varietat que conté A.

ProrosiciO 8.3. Si K és R o C, la topologia usual és més fina que la
topologia de Zarisksi.

DEMOSTRACIO. Exercici 1.23. O

9. Ideals de varietat. Correspondeéncia Varietats - Ideals
DEFINICIO 9.1. Siguin > 1, K un cos i A un sub-conjunt de K™. Definim
I(A) ={f € K[z]: f(a) =0 per tot a € A}
Si V C K™ és una varietat, a I(V') I’hi direm [’ideal de varietat de V.

PROPOSICIO 9.2. Si T és un ideal de K[T] i V és una varietat de K",
llavors
(i) T CI(V(Z)),
(ii) V =V(I(V)).

DEMOSTRACIO.
(i) Pertot feZiaeV(T)és f(a) =0, i per tant f € I(V(Z)).
(i) C:PertotaeVifel(V)és f(a)=0,ipertant a € V(I(V)).
DO: Posem V = V(f1,...,fs). Per tant, per cada i és f; € I(V).
Aixi, per tot @ € V(I(V)) i tot ¢ tal que 1 <i < s és fi(a) =0,
resultant @ € V.
([

OBSERVACIO 9.3. En canvi no és cert que si I és un ideal qualsevol,
I(V(I)) sigui igual a I. Com assenyalavem a l'observaci6 7.4, els ideals (x?)
i (z) sén diferents pero defineixen la mateixa varietat V' = {0}. Dels dos,
(z) és l'ideal de la varietat V mentre que (x2) no ho és. No tots els ideals
s6n ideals de varietat. L’apartat (i) de la proposicié 9.2 ens diu que 'ideal
de varietat és el maxim ideal que la defineix.

A les proposicions segiients, considerem I i V com aplicacions, més ex-
actament
I:P(K")— P(KIz)),
V: P(K[z]) — P(K"),
on P indica les parts d’un conjunt.
PRrROPOSICIO 9.4. Les aplicacions 11V sén inverses respecte a la inclusid,
és a dir, si A\, B' C K[z| i A,B C K™ es verifica:
(i) AAC B =V(B')CV(A)
(il) AC B=1(B) CI(4)
DEMOSTRACIO. O

(i) Per tot b e V(B') i f € A, és f € B, iper tant f(b) = 0. Aix0
implica que b € V(A’) i per tant V(B') C V(A').
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(ii) Per tot f € I(B) ia € A, és a € B, i per tant f(a) = 0. Aix0
implica que f € I(A) i per tant I(B) C I(A).

EXEMPLE 9.5.

(1) A R3, V(z) N V(y) C V(x), és a dir la interseccié del pla z = 0 i
el pla y = 0, que és l'eix z, estd continguda en el pla x = 0. Pels
ideals de varietat resulta

() +{y) = (z,y) > (x).

(2) Analogament V(z) UV(y) D V(x), és a dir la unié del pla z =0 i
el pla y = 0 conté el pld V(z). Pels ideals de varietat resulta
(z) N (y) = (zy) C (x).

LEMA 9.6. Siguin A C K™ i B C K[z]. Es té

(i) ACVol(A)

(iil) BCIoV(B).

(iii) ToVol =1

(iv) VoloV=V.

DEMOSTRACIO.
(i) Pertota € Ai f € I(A)és f(a) = 0. Aix0 implica que a € V(I(A)).
(ii) Per tot f € Bia € V(B) és f(a) = 0. Aixo implica que f €

I(V(B)).

(iii) C: Aplicant I als dos membres de (i) i tenint en compte la proposi-
ci6 9.4 resulta [(A) D To Vo I(A).

: Posant B =1(A) en (ii) resulta [(A) CToVol(A).

: Aplicant V als dos membres de (ii) i tenint en compte la

proposicié 9.4 resulta V(B) D Volo V(B).

Posant A = V(B) en (i) resulta V(B) C VoloV(B).

5/.
NIy

N

O

COROLLARI 9.7.
(i) Les varietats son la imatge de'V i els ideals de varietat son la imatge
de L.
(i1) I ¢V sén bijeccions, l'una inversa de laltra, entre varietats de K"
i ideals de varietat de K[T]. A més, inverteizen la inclusid, tal com
vetem a la proposicio 9.4

Pero cal recordar que no tots els ideals son ideals de varietat!

ProrosiciO 9.8. St A C K™, la varietat més petita que conté A és
V(I(A)), que no és altre cosa que la clausura de Zariski de A:

A = V(I(A))

DEMOSTRACIO. Com que V(I(A)) és varietat, només cal provar que és
la minima que conté A: si A C V(Z) llavors I(A) 2 I(V(Z)) d’on V(I(A)) C
V(I(V(Z))) =V(Z). O
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Kz] K"
B
|
I=(B)
n
(V) = \If 2y —v(B) =V(I)
I(V)=I(A) = \1[ =V =V(I(4)) =4
fu
\ A

Ficura 2. Correspondencia Ideals - Varietats

Resumint, un conjunt B C K|[Z]| determina una varietat V = V(B).
Pero aquesta varietat és la mateixa que la associada a 'ideal Z = (B). Es a
dir, V.= V(7). V també esta determinada per altres ideals.

Pero a una varietat V' 1i correspon un tnic ideal de varietat I(V'), que és el
maxim ideal que la defineix. Reciprocament, a l'ideal de la varietat I(V') li
correspon la varietat V. Les aplicacions V i I sén bijeccions inversa la una
de laltre entre varietats i ideals de varietat.

D’altra banda, un conjunt de punts A C K™ li correspon una varietat A que
és la clausura de Zariski de A i que és la varietat més petita que conté A.
La clausura A s’obté fent A = V(I(A)).

L’esquema de la figura 2 ilustra les relacions.

PropPOSICIO 9.9. Si V,W sdn varietats de K™ i1 Z,J son ideals de K[z],
llavors:
(i) (V)NI(W) =L(VUW). La interseccioé d’ideals de varietat és ideal
de varietat (de la unid).
(ii) I(V)+I(W) C (VNW). La suma d’ideals de varietat no sempre
és ideal de varietat.
Gi) V=W sii (V) = I(W); VCW sii (W) CLV) iV CW sii
I(W) C I(V).
(iv) Z i J defineizen la mateiza varietat sit IV(Z) = IV(T).

DEMOSTRACIO.
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(i) Per tot f e (VUW) és f € I(V) i f € (W). Per tant f €
I(V)NI(W). El raonament és invertible.

(ii) Per tot h € I(V) 4+ I(W) existeixen f € I(V) i g € [(W) tals que
h=f+g. Pertant f e (VNW)igeI(VNW), resultant que
també h = f +g € I(VNW).

En canvi la inclusi6 en sentit contrari no és certa. Posem un con-
traexemple: Considerem les varietats de C? segiients: V = V(y) i
W = V(y—x2). Obviament I(V) = (y) i (W) = (y—=2?2). Tindrem

I(V) +L(W) = (y,2%) S (y, ) =LV NW).

(iii) Siguin V. =V(Z)i W = V(J). Si V = W clarament I(V(Z)) =
I(V(J)), i per tant I(V) = I(W). Reciprocament, si I(V) = I(W)
lavors V(Z) = VIV(Z) = VIV(J) = V(J) i per tant V = .

La inclusié estricte i no estricte es demostren de la mateixa manera.

(iv) Es immediat a partir de (iii) posant V = V(Z) i W = V(7).

ProposiciO 9.10. Sigui P = (a1, ..., an) un punt de R"™. Llavors I(P) =
(x1 —a1,...,xn — ap(. L’ideal de varietat d’un punt P esta generat pels
polinomis x; — a; per 1 < i < n.

DEMOSTRACIO. En primer lloc, Obviament z; —a; € I(P). Per altra ban-
da sigui f € I(P) qualsevol. Emprant la férmula de Taylor per n variables
tenim

f(@) = f(@a) + Z Ciy.ip (X1 — Cl1)i1 s (xn — an)i",
1<is+Fin <N

on N és el grau del polinomiiles ¢;, . 4, sén els valors de les derivades parcials
de f en el punt @ afectades d’un coeficient numeric. Tenint en compte que
si f€l(P) és f(a) =0, resulta f € (x1 —aq,..., T, — an). O

10. Ideals i Radicals

DEFINICIO 10.1 (Ideal radical). Donat un ideal Z, diem que és radical,
ssi
fmel—=fel

DEFINICIO 10.2. (Radical d’un ideal) Donat un ideal Z definim el radical
de T per:

VI={f:3meN, f™eT}

Prorosicid 10.3. Donat un ideal T de l'anell R, es té:

(1) VT és un ideal.
(ii) VZ és un ideal radical.
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(iii) 1 Z = (f) C R, on R és un UFD, i la descomposicio de f en
factors irreductibles és f = f'* - f&, llavors

\/f: <fred> on fTed: fl"'fs

(iv) Z C V.

(v) 8i T C K[|, on K és un cos qualsevol, llavors I C I(V(Z)).

(vi) VVI =VI.
Nota: Més endavant veurem com el Nullstellensatz demostra que
si K és algebraicament tancat, llavors (v) esdevé una igualtat.

DEMOSTRACIO. .
(i) Si f,g € VZ, llavors existeixen m,n tals que f™, g" € Z. Per tant:
m—+n m+n
m+n i m+n—i
(f +9) > < . )f g
%0
m4+n\ _
— Z < . )fzgngm 7
i=0
m-+n
n Z (m + “) fm pimm gmtn—i ¢ T
i=m+1 L

i per tant f + g € VZ.
Amés, si f € VIih e R,llavors existeix m tal que f™ € T iper
tant (fh)™ = f™h™ € Z. En conseqiiencia resulta que fh € V7.
(ii) Si f™ € VZ, existeix n tal que f™ € T i per tant f € v/Z. Per
tant, v/Z és radical.
(ili) Si A = supy(ax), esta clar que f2, € (f) i per tant frq € VZ.
Reciprocament, suposem que g? € Z. Aixd implica que ¢% = h f
per algin h. Sigui g = gll71 -+ gbr la factoritzacié de g. Llavors s’ha

de cumplir
b1 B b-B _ s
g BB — o fo
Per la factoritzacié tnica els factors irreductibles d’ambdés mem-
bres han de ser identics (excepte constants). Com els fi,. .., fs sén

irreductibles, cada f;, 1 <7 < r, ha de ser igual a algtiin g; mul-
tiplicat per una unitat. En conseqiiéncia g és un multiple de f,cq
i g esta contingut a (f.q), amb el que queda provada la igualtat
\/j = <fred>-

(iv) Si f € Z, llavors f! € Z, i per tant f € V.

(v) Si f € VT llavors per un cert m és f™ € T, i f™ s’anul.la sobre
V(Z). Per tant, f s’anul.la sobre V(Z) i f € I(V(Z)).

(vi) La inclusié6 O és obvia per (iv). Reciprocament, si f € VVI,
llavors existeix m tal que f™ € v/Z i per tant f € VI ja que VT
és radical.
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ProprosiciO 10.4. Siguin T i J ideals. Llavors
VINT =VI nvT

DEMOSTRACIO. .

=: Si f € V/INJ, llavors existeix un m tal que f™ € ZNJ. Per tant
f™eTifeT,ianalogament per J. Per tant f € VI N/J.
«<: Si f € VI N+/J, llavors existeixen enters positius n,m tals que
freTifm™e J. Pertant, fSm) ¢ TN 7 i per tant f €
vinJg.
O

11. Quocient d’ideals i diferéncia de varietats
DEFINICIO 11.1. Es defineix el quocient d’ideals Z : J d’un anell R com
IT:J={f€eR : pertotgeJ, és fgeTl}.

és a dir, com el conjunt dels elements de ’anell que multiplicats per qualsevol
element de J pertanyen a 7.

ProrosiciO 11.2. Siguin Z i J ideals d’un anell R. Es verifiquen

(1) Z:J és un ideal,
(2)ITCT:J,

(3)T:(1)=1,

(4) T:7=(1),
5)I-JC@:J)-JCInd,
(6)

(7)

omini, llavors

<&

X

C’J\ .o

e

S
—~ . lU

p1g; -, prq) < (@) = (p1,- -, pr)-

Aquesta proposicié figura com exercici 1.26 amb aclariments.
ProprosiciO 11.3. Si V i W son varietats de K™ es té:
I(VAW)=LV):I(W).

DEMOSTRACIO.
C:Pertot fel(V\W)igel(W)iaeV és f(a)g(a) =0, ja que
sia e V\Wés f(a)=0isia e W és g(a) = 0. Per tant és
fogel(V),iaixi f e I(V) : I(W).

: Per tot f e (V) :I(W)iae V\W, prenem g € I(W) tal que
g(@) # 0. Llavors fg € I(V) i per tant s’anulla en @, d’on f(a) =0,
ifel(V\W).

19

0
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12. Parametritzacio i descomposicié de varietats en irreductibles

DEFINICIO 12.1 (Varietat irreductible). Una varietat V es diu irreductible
siV =ViUVs on Vi i V5 sén varietats, implicaqueobé V =V, 0bé V = V5.

ProprosICIO 12.2. V' és irreductible ssi V. C Vi U --- UV, implica que
V CV; per algun 1 < i <r.

DEMOSTRACIO. Exercici 1.28 O

PropoOsICIO 12.3 (Descomposicié d’una varietat en irreductibles). Tota
varietat descompon com a unid de varietats irreductibles. Si a més demanem
que la descomposicid sigui irredundant (és a dir, no n’hi hagi cap continguda
en una altra) llavors la descomposicid és inica. Esa dir, decompon de forma
unica com

V=VuWu-- UV,
on cada V; és irreductible i V; € V; per i # j.

DEMOSTRACIO. L’existéncia de la descomposicié és conseqiiencia de la
Noetherianitat. Si V' no és irreductible llavors V = V3 UV,, amb V; C V per
1 =1,2. Si V7 iV, son irreductibles ja hem acabat, siné descomponem les
que no ho siguin iterativament. Aixi, si V;, _;, no és irreductible, tindrem
Vit oie = Virigt U Vig g2 amb Vi 45 C Vi 4, per j = 1,2, Descom-
ponem fins que totes les varietats finals siguin irreductibles. Ara provem
que aquesta descomposicié necessariament acaba. Altrament tindriem ca-
denes infinites estrictament descendents de varietats seguint les branques
VOV DVijip DD Vijig.ip O ..., que per la Noetherianitat de K[z] és
impossible. Ara podem eliminar de la descomposicié les varietats redundants
(si alguna V; C V; en la descomposicié, podem eliminar V;), i obtenir una de-
scomposicié irredundant. Per tal de veure la unicitat, suposem que existissin
dues descomposicions irredundants. Tindriem ViU---UV, =WjU---UW,
cap d’elles irredundant, és a dir V; € V; 1 W; € W; per @ # j. Per irre-
ductibilitat, de V; C Wi U --- U W, deduim que existeix (i) € {1,...,r} de
manera que V; C W ;). Inversament, veiem que donat j € {1,...,r} exis-
teix p(j) € {1,...,k} de manera que W; C V). Aixi V; € W) C Viou(iy,
i per irredundancia deduim i = po (i) i V; = W,(;). Deduim p o p =1d, és
a dir ¢ és una bijecci6 i V; = W ;). O

TEOREMA 12.4. V és irreductible sii 1(V') és primer.

DEMOSTRACIO.
=: Si V és irreductible i fg € I(V) llavors V = VI(V) C V(fg) =
V(f)UV(g). Per ser V irreductible, la proposicié 12.2 implica que
VCV(f)oV CV(g),ipertanto f € (V) o geI(V).
<«: Reciprocament, si I(V) és primer i V' C V; UV, llavors I(V) D
I(ViUVa) =1(Vh)NL(Va) D I(V1) - I(Va). Per la primalitat de I(V)
i Iexercici 1.8 0 I(V4) CI(V) o I(V2) CI(V). Per tant, o VC Vj o
V C V5,1V és irreductible.
O
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ProprosiciO 12.5. Si K és un cos infinit 1 V és una varietat de K",
llavors K" \'V = K".
DEMOSTRACIO. Exercici 1.27 O

DEFINICIO 12.6. Una parametritzacié és una aplicacié

F: ACK™ — K"
t = F() = (f1(1), ..., foll)
on, com és habitual, t = tq,...,t,,. Entendrem que la varietat V definida

per la parametritzacio F és la clausura de Zariski de la imatge de F', és a
dir -
V =F(A) =VI(F(A)).

Dos casos importants sén les parametritzacions polinomials i les racionals.
Una parametritzacié polinomial és aquella que ve definida component a com-
ponent per funcions polinomials, és a dir, fi,..., f, € K[t]. Observem que
en aquest cas F' estd definida sobre tot K™. Una parametritzacio racional
és aquella que ve definida component a component per funcions racionals, és
a dir, fi,..., fn € K(f). Observem que si f; = f&/fP amb N, fP € K[i],
llavors F': K™\ V(fP ... fPy — Kn.

En general F(A) no té perque coincidir amb F'(A), com es pot veure a
I’exemple segiient.

EXEMPLE 12.7. Parametritzacié de la circumferéncia 22 + 4% = 1. Con-

siderem una recta de pendent m que passa pel punt O(—1,0).
A

P(x,y)

Parametritzacié de la circumferencia: tana = m
El punt P(z,y) de tall amb la circumferéncia verifica el sistema
y=m(z+1)

d’on resulta (x +1)(z — 1) + m?(z + 1)) = 0. Per tant, a les coordenades de
P sén:

1 —m?
r = —
m2+1
2m
y =

m2+1
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que és una parametritzacié racional de la circumferencia. Podem observar,
que el punt O(—1,0) no queda parametritzat (correspon a m = +o0). Si
anomenem C als punts de la circumferencia i (z,y) = F(m) a la parametrit-
zacié tenim F(R) =C\{O} i F(R) =C. Per tant la varietat definida per la
parametritzacié és la circumferencia.

ProposiciO 12.8 (Irreductibilitat d’una parametritzacié). Si K és in-
finit, tota varietat definida per una parametritzacid racional és irreductible.

DEMOSTRACIO. Sigui la parametritzacié F = (f1,..., fo)on f; = fN/fP,
i fNfP e K[f]. Sigui W := V(fP .- fP). La varietat definida per la
paramteritzacié és V = F(K™\ W) = VI(F(K™ \ W)). Per tant, el seu
m%ummmmmmNﬂKmum):mmem\W»:Mmeumy
Per provar que V és irreductible cal demostrar que I(F (K™ \ W)) és primer.
Sigo = qige € I(F(K™ \ W)), llavors la funcié definida per la fraccié
racional go(fi,...,fn) € K() s’anula idéenticament sobre K™ \ W. Si es-
crivim g;(f1,..., fn) = g~ /gP, amb gV, gP € K[t] per i = 1,2 llavors
NN
go(f1,--oy fn) = gbg%‘ Aixi gV (#)gd (t) s’anulla a K™\ W. Com és un
9192
polinomi s’anulla també a la clausura K™ \ W, i per ser K infinit i l'exer-
cici 1.27 deduim que g (f)g) (f) = 0 a K™ i per tant també és zero com
a polinomi. Per tant gi¥ = 0 6 g)¥ = 0. Aixo implica que ¢1(Z) 6 g2(7)
s’anullen sobre tots els punts de F/(K™\ W), i per tant, g; € I(F(K™\W))
6 g2 € I(F(K™\ W)) i l'ideal és primer. O

EXEMPLE 12.9. Considerem la varietat V = V(y3 — 2?) C C2. Ens
preguntem si és irreductible.

Podem parametritzar-la per (z = t3,y = t?). Comprovem, en primer lloc
que els punts que parametritza estan a V: y3(t) —2%(t) = t°~5 = 0. Provem
ara que parametritza tots els punts (o alternativament que la clausura del
conjunt parametritzat és tota V). Per aix0, per tot y, determinem els punts
de V. Tindrem

22 = o
x = |y\% el arg(y)gihm =0, 1
Ara, per tot y, determinem els punts parametritzats.
y=t?
t= |y\% i 28(W) gik' T I/ — 0,1
z = |y|? eis WEWeik'm
i tots els punts estan parametritzats.
EXEMPLE 12.10. Per comprovar que cal anar amb compte, considerem
ara la varietat V = V(23 — 2°,9y® — 22) € C3. Ens preguntem també si és
irreductible.

A primera vista trobem facilment una parametritzacié x = 3,y = t?, 2 =
t5, que podem anomenar Fy(t). Obviament tots els punts parametritzats
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estan a V: 23(t) — 2°(t) = t15 — 1 = 01 y3(t) — 2%(t) = t® — % = 0. Perd
comprovem ara que no tots els punts de V' estan parametritzats.

En primer lloc V = V(23 — 2°,¢y% — 2%) = V(23 — 233,93 — 22). A
partir de la descomposicié 2% — 233 = (2 — zy)(z — zye'3™)(z — xye’%“),
es pot descompondre V en unié de tres varietats Vo = V(z — zy, y® — 2?2),
Vi = V(z—xye%’r, Yy —a2), Vo = V(z—azyeiéﬂ, y® —2?), i la parametritzacié
Fp tinicament parametritza V) com pot comprovar-se, pero no les altres dues,
que tenen també parametritzacions obvies.
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13. Exercicis
Seccio 1.

Exgrcicrt 1.1. Sigui R un anell. Proveu que
a) 0a=0
b) (-1)a = —a.

ExERrcicrt 1.2. Proveu que, en un domini R,

a) si un element u € R té invers multiplicatiu, llavors és unic; es
denota v = 41, i s’anomena invers de u; (Els elements que tenen
invers s’anomenen unitats del domini.)

b) el conjunt de les unitats de R és un grup multiplicatiu.

Exgrcicrt 1.3. Proveu que R és un domini ssiab=ac,a# 0= b=c.

ExXERrciIcI 1.4. Sigui S = {s1,...,sp}. Proveu que (S) és el minim ideal
que conté S.

ExERrcicr 1.5. Donats un anell commutatiu R i un ideal Z C R, proveu
que si en el grup quocient R/Z definit per
lalz = {b: beR, b—a€cl}
R/ZT = {lalz: a€R}
[a]z+[blz = [a+b]z
afegim la multiplicacié definida de forma natural per
[a]z-[b]z = [ab]z
llavors
(i) sia,b e R, lavors o be [a]z = [b]z, 0 be [a]z N [b]z = ¢, (sén classes
d’equivaléncia);
(ii) la suma i el producte estan ben definits;

(iii) la suma i el producte donen estructura d’anell a R /Z (que anomen-
em anell quocient).

ExERcIcI 1.6. Proveu les afirmacions segiients: La suma, el producte i la
interseccié de dos ideals és un ideal. La intersecci6 (finita o infinita) d’ideals
és ideal i el producte finit d’ideals és ideal. La suma (finita o infinita)
d’ideals és el minim ideal que els conté a tots ells. La reunié d’ideals és ideal
en general?

ExERrcict 1.7. (*) Donats tres ideals 71,75, J d’un anell R, proveu que
(L +1)T =0T +12J.

ExEgrcict 1.8. (**) Proveu que un ideal Z de un anell commutatiu R és
primer ssi JK C 7 implica que 7 CZ o K C T.

ExErcict 1.9. (*) Proveu, per induccié sobre n que si Z és primer i
conté un producte d’ideals J1 Jo... J, C Z, llavors conté algtun dels ;.
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ExEercicr 1.10. (**) Proveu les proposicions 1.17 i 1.18 i el corollari
1.19:
(i) P € R és un ideal primer ssi R/P és un domini.
(ii) P € R és un ideal maximal ssi R/P és un cos.
(iii) Tot ideal maximal és primer.

ExEercicr 1.11. (*) Proveu que a # 0 és primer ssi genera un ideal
primer.

Seccio 2.

ExERcict 1.12. Proveu que en un anell euclidia 'aplicacio g té les propi-
etats segients:

(i) Si uw és una unitat, llavors g(u) < 1, i per tant o be g(u) = 0 o
g(u) =1.
(ii) Siwuj 1 wug sén unitats, llavors g(u1) = g(uz).

(iii) Si w és una unitat i a no, llavors g(u) < g(a).

ExEercict 1.13. Proveu que 'anell Z dels enters amb la norma donada
pel valor absolut i la divisi6 és un domini Euclidia on g(ab) = g(a)g(b). és
Unica la divisi6? O hem d’afegir alguna condicié per que la divisié sigui
Unica?

ExXERcICI 1.14. Proveu que 'anell K[z| dels polinomis d’una variable
sobre un cos K també és euclidia amb la la divisié ordinaria i la norma

donada pel grau del polinomi, que verifica g(ab) = g(a) + g(b).
Pista: Doneu 'algorisme i proveu que acaba i amb el resultat esperat.

Exgrcict 1.15. En canvi K[z, y] no és Euclidia. Observem que si vol-
guéssim emprar la mateixa forma de divisié que a K[z] en intentar dividir
a = xy® per b = x%y, sigui quin sigui el quocient, no és possible cancellar el
terme xy°, i aix{ el residu tindria grau total més gran que el de b. Proveu
que K[z,y] no és un PID ja que l'ideal (x,y) no admet un unic generador.
Seccié 4.

ExEercict 1.16. (*) Demostreu que si R[z]| és Noetheria també ho és R.
Seccié 5.

ExXERcICI 1.17. Proveu la proposicié 5.5.

Exgrcicr 1.18. (**) [Anells de Dedekind]. Sigui d € Z, d # 1, no
divisible pel quadrat de cap primer. Sigui

ZIVd) = Z[z)/ (2? —d) = {a+bVd : a,be Z}.
Es defineix el conjugat de z = a + bv/d per Z = a — bv/d i la norma de z per
N(z) = |22| = |a® — db?| € Z>o. Proveu que a Z[Vd],
(1) N(z) > 0,1 N(z) =0 siinoméssiz=0;
(2) N(z122) = N(21)N(z2);
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(3) [\/&] és un domini d’integritat
( ) N(z) =1 ssi z és una unitat;
<x2 d> és primer pero no és maximal a Z[z| (doneu demostracié

) Si N(z) és un enter primer, llavors z és irreductible a Z[v/d];
) 14 +/=3 és irreductible pero no és primer a Z[v/—3];

) Z[v/—3] no és un UFD.
) .
)

(10) Proveu que Z[v/d] és euclidia per d = 2,3, —1, —2. Per aixd siguin
o, B € Z[Vd] i v, € Z[Vd] respectivament el quocient i residu de
la divisié entera de o i 3. Perque sigui euclidia s’ha de complir
a=By+diN(6) < N(B). Determineu v com I’element de Z[v/d]
que té components més properes a /3 € Q[\/&]

(11) Z[\/—1] = Z[i] és el domini dels enters Gaussians. Resumiu les

seves propietats. Doneu la definicié de la divisié entera i afegiu

condicions perque sigui Unica.

Exgrcict 1.19. k[z,y] és un UFD, (veure el corollari 5.11). Comproveu
que

a) ged(x,y) = 1.
b) en canvi 1 & (z,y).

EXERcICI 1.20. Proveu que si R és UFD, llavors tot element de R[z]
admet una descomposcié en irreductibles. Com sé6n els irreductibles de R[z]?

Exgrcict 1.21. Utilitzant el lema de Gauss i emprant algorismes (p.e.
en Maple) per trobar el ged en varies variables, proveu de factoritzar el
seglient polinomi a Q[z,vy, z]. La factoritzacié feta val també a Clx,y, z] 7
(Indicacié: Considereu f € Q|x,y,z] C Q(x,y)[z] i factoritzeu en el segon
anell)

5,22

f o= 28y2® — 22522 —|—xyz 3%y + 6119227 —

3x3y32 + 2 x4yz3
—423922% 4 22232 — P2t £ 2900327 — yTa?e 4+ 390233

—6752222 +3y:vz 29°0%2% + 4y8x22 — 247 2.

Seccio 6.

EXERcCICI 1.22. Demostreu que el resultat de la proposicié 6.2 es pot

millorar de la manera segiient. Sigui f € K[z]i 4, C Ki=1,...,n tals
que |A4;| > deg(f,x;), on deg(f,x;) indica el grau de f en x; (mirat com a
polinomi en la variable x; sobre Uanell K[zy,...,Z;,...x,]). Si f s’anulla

sobre A} x --- x A, llavors f = 0.
Seccié 8.

EXERcICI 1.23. (*) Proveu que si K és R o C, la topologia usual és més
fina que la topologia de Zariski, és a dir: els tancats de Zariski sén també
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tancats per la topologia usual, i en canvi no tots els tancats per la topologia
ordinaria sén tancats de Zariski.

Seccio 9.

ExEgrcict 1.24. (*) Sigui A un sub-conjunt de K™. Demostreu que I(A)
és un ideal de K|[z].

EXERcICI 1.25. (**) Proveu que (VN W) = TIV(I(V) + L(W)).
Seccié6 11.

ExErcicr 1.26. Siguin 7 i J ideals d’un anell R.

) Demostreu que Z : J és un ideal.

) Proveuque Z C 7 : J.

) Proveu que 7: (1) =T.

) Proveu que 7 : 7 = (1)

) ProveuqueZ- 7 C(Z:J)- JCINJ.
) Proveuque (Z-7):J 2I.

) Proveu que si R és un domini, llavors

(prg,- .- pra) < (@) = (p1,-- -, 1) -

(8) Comproveu que si prenem Z = (223,102?) i J = (422, 24z) a Z|z]
les dues inclusions (5) sén estrictes.

(9) Comproveu que ’exemple (8) no dona contre-exemple de la inclusié
estricta per (6).
Nota: En el capitol 3 es donen propietats que permeten determinar
quocients d’ideals a partir de la interseccié. Utilitzeu-les en els
apartats (8) i (9). També es dona en el capitol 3 un algorisme per
determinar la interseccié d’ideals de K[Z]. Aquest no resulta util
aqui ja que Z no és un cos. Per determinar la interseccié d’ideals
de monomis de Z[z], podeu determinar els ged’s dels generadors
agafats de dos en dos. La inclusi6 (6) no és sempre una igualtat.
Trobarem contre-exemples a K[Z] amb les técniques del capitol 3.

Seccio 12.

EXERCICI 1.27. (**)

(1) Demostreu que si V' i W sén varietats de K",
a) si W CV, llavors V=W U (V\ W);
b) si W C ViV és irreductible, llavors V \ W = V.
c¢) Doneu exemples on es vegi que la hipotesi V' irreductible és
necessaria per la conclusié de I'apartat b).
(2) Demostreu que si K és infinit, 'espai afi K™ és irreductible.
(3) Utilitzant els resultats dels exercicis anteriors, proveu que si K és
infinit, V' és una varietat i V- C K", llavors K* \ V = K" .
(4) Demostreu que la clausura de Zariski d’'un sub-conjunt infinit de
K és tot K. Que passa en el cas finit?




13. EXERCICIS 37

EXERcCICI 1.28. (**)

(1) Demostreu que V és irreductible sii V' C Vi U---UV, implica V C V;
per algin 1 < ¢ <r.

(2) Demostreu que si V' és finit, llavors V' és irreductible sii té un sol
element.

(3) Demostreu que si K és finit, les iniques varietats irreductibles de
K™ s6mn els punts.

ExXERcICI 1.29. (**) R no és un cos algebraicament tancat. En aquest
cas no sén equivalents p(x) és irreductible i V(p) és irreductible.

a) Trobeu un contre-exemple a R[Z] on p(Z) € K[z] sigui irreductible
sobre K, i V(p) sigui una varietat reductible.

b) Trobeu un contre-exemple on p(Z) sigui reductible i en canvi V(p)
sigui irreductible.

ExERrcicr 1.30.

(1) La cubica guerxa (a K) és la varietat definida per la parametritzacio
polinomial F': K — K3, F(a) = (a,a?,a%). Trobeu polinomis que
defineixin la ctbica guerxa i demostreu que F' cobreix tota la cubica
guerxa.

(2) Trobeu la varietat definida per la parametritzacié F' : R — R2,
F(a) = (cosa,cos2a). F cobreix tota la varietat?

ExERrcicI 1.31. (**) En aquests exercicis K és infinit.

a) Proveu que tota varietat lineal és irreductible. Es cert també per
un cos finit?

b) Proveu que tota varietat de K? definida per V = V(y — f(z)) és
irreductible (f € K[z]). Proveu també que (y — f(z)) és ideal de
varietat.

¢) ProveuquesiZ = (ygi(z) — fi1(2), zg2(z) — f2(x)), on f1, f2, 91,92 €
K|x] i g1, g2 s6n polinomis no nuls, i (f;,g;) =1 per 1 <i <2, lla-
vors V(Z) és irreductible.

d) Proveu que la hipérbola xy — 1 = 0 és irreductible, tot i que el seu
grafic té dues branques a R2.

e) Proveu que si f € K|[z] és irreductible, i (f) = I(V(f)), llavors
V(f) és irreductible.

f) Més endavant veurem que si K és algebraicament tancati f € K|[z],
llavors V(f) és irreductible ssi f és potencia d’irreductible. Aixo
no és cert si K no és algebraicament tancat, com podem veure en
els exemples seglients:

(1) Comproveu que a Rlx,y], f = (2% + y*)(x — y) = 23 + 29* —
2%y —y3 no és irreductible i en canvi V(f) és irreductible. Que
passa a C?
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(2) Demostreu que f = (y — 2%)? + (y — 2)? = 2* — 22%y + 2?2 +
2y — 2xy és irreductible, perd V(f) no ho és a R ni a Q. Que
passa a C?
ExXERcICI 1.32. (**) Trobeu la descomposici6 en varietats irreductibles
aCialRde
(1) i=V(z—1,z—y?).
(2) Va =V ((z =3)(yz — 1)(=? —y), (y — 3)(yz — 1)).
(3) Vs =V (ayly — %), 2y(y — 2)(y — 2?))

ExERcIcI 1.33. Sigui la parametritzacié segilient

t
r = —
1+t
1
yzl_ﬁ

a) Trobeu 'equaci6 de la varietat afi que determina.

b) Proveu que parametritza tots els punts de la varietat trobada ex-
cepte un punt.

c¢) Trobeu una parametritzacié de la corba que parametritzi tots els
punts.

Nota: No disposant encara de bases de Grobner cal anar en compte
amb ’eliminacio.
EXERCICI 1.34. (*) Volem trobar una parametrizacié de lesfera x? +
y?+22-1=0aR3.

a) Donat un punt (u,v,0) del pla (z,y), traceu una linia cap el pol
nord (0,0,1). Sigui (x,y,z) l'altre punt en que la recta talla a
Iesfera. Feu un grafic per ilustrar-ho, i argumenteu geometricament
que el mapeig (u,v) versus (z,y, z) determina una parametritzacié
de Desfera a excepcié del pol nord.

b) Trobeu la parametritcié de l'esfera.

Exgercicr 1.35. Adapteu 'argumentacié del exercici anterior per parametritzar
l'esfera n-dimensional 22 + - -+ + 22 = 1 de R™.

2 _ 23, on ¢ és una

EXERCICI 1.36. Sigui la corba d’equacié y? = cx
constant. Heus aqui un grafic de la corba per ¢ > 0:

2Y
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Ay

|

S
e

8

FiGurA 3. Strofoide

Volem parametritzar-la.

a) Proveu que una recta talla la corba en 0, 1, 2 6 3 punts. Illustreu
el resultat sobre el grafic.

b) Proveu que una recta de pendent m no-vertical que passi per ori-
gen talla la corba exactament en un punt si m? # c.

c¢) Considereu ara la recta vertical z = 1. Donat un punt (1,¢) d’aque-
sta recta, dibuixeu la recta que el connecta a l'origen. Aquesta
recta tallara a la corba en un punt (z,y). Dibuixeu la construccid,
i argumenteu geometricament per que aquest fet déna lloc a una
parametritzacié de la corba sencera. Quina és la parametritzacié
que s’obté?

EXERcICI 1.37. La strofoide és una corba que ha estat estudiada per di-
versos matematics, entre els quals destaquen Isaac Barrow (1630-1677), Jean
Bernouilli (1667-1748) i Maria Agnesi (1718-1799). Admet una parametritzacié
trigonometrica, que és la segiient:

x = asin(t)
y = atan(t)(1+sin(t))

on a és una constant. Si variem —4.2 <t < 1.0 obtenim el segiient grafic de
la figura 3:

a) Trobeu ’equaci6 en z,y que descriu la strofoide. Aneu amb compte,
i comproveu que no és exacte si el resultat obtingut és (a®—z2)y? =
2?(a + z)%. Que passa per r = —a?

b) Trobeu una parametritzacié algebraica de la strofoide.
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2 Y

Ficura 4. Cisoide

Exercicr 1.38. Cap el 180 A.C. Diocles va escriure el llibre Sobre els
miralls, i en ell va considerar la corba anomenada cisoide. La va utilitzar per
resoldre el problema de la duplicacié del cub. La cisoide té com a equacid
y*(a+z) = (a — )3, on a és una constant. (Veure grafica de la figura 4).

a)
b)

Trobeu una parametritzacié algebraica de la cisoide.

Diocles descriu la cisoide emprant la construccié geometrica de la
segiient. (Veure figura 5). Donat un cercle de radi a (que pren-
drem centrat a l'origen) prenem z en linterval (—a,al, i consid-
erem la linia L que uneix el punt (a,0) al punt del cercle P =
(—z,va? — x2). Aix{ queda determinat un punt Q = (x,y) sobre
L. Proveu que la cisoide és el lloc geometric de tots els punts Q).
La duplicacié del cub és el problema grec classic d’intentar con-
struir 223 amb regle i compas. Sabem que no té solucié emprant
Unicament regle i compas. Diocles va mostrar que si es permet
emprar també la cisoide, llavors si que podem construir 2'/3. Veg-
em com funciona. Dibuixeu una linia enllagant (—a,0) i (0,a/2).
Aquesta linia tallara la cisoide en un punt (x,y). Proveu que

a—z\>
Y
el que demostra que es pot construir 21/3 amb I’ajut de regle compas
i cisoide.
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Y

v

FIGURA 5. Construccid de la cisoide

Exgrcict 1.39. Anem a deduir la segiient parametritzacié de la su-
perficie 22 — y22% + 23 = 0:
= t(u?—1?)
= u

2 = u?—+¢

a) Proveu que la corba 22 =c2? - 28 pot ser parametritzada per
= ¢c—¢t?
z = tlc—1t%)

b) Substituiu ¢ per y? en I’apartat anterior i proveu la parametritzacié
desitjada.

c) Expliqueu per que aquesta parametritzacié recorre enterament la
superficie V(22 — 3222 4 23).

EXERcICI 1.40. Sigui la varietat V = V(y — 22,z — 2%) c R?

a) Feu una grafica.
b) Trobeu una parametritzacio.
c¢) Parametritzeu la superficie tangent a V.

EXERcICI 1.41. Aquest problema tracta de conjunts convexos i sera
emprat en el proper per mostrar que una corba de Bézier queda a 'interior
del seu poligon de control. Un sub-conjunt C' C R? és convez si per cada

P, Q) € C el segment que uneix P = ( f/l ) iQ= ( 52 ) esta integrament
1 2
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a 'interior de C'. El segment P() ve donat per
S t< 1 >+(1—t)<x2 )
n Y2

SiP= < ! > estan dins d’un conjunt convex C' per i < i < n, proveu

Yi
n
S ( i ) cc
P Yi
siti, ...ty sén nombres no-negatius tals que > ; t; = 1. (Nota: Demostreu-
ho per induccié sobre n).

on 0<t<1.

que

EXERcICI 1.42. (**) Una cubica de Bézier ve donada per
r = (1—1t)%z043t(1 —t)%z; + 3t2(1 — t)zg + t323
y = (1—1t)%yo+3t(1 — )%y + 3t°(1 — t)yo + tPy3

a) Escriviu 'expressié anterior de la cibica de Bézier en forma vecto-
rial i amb un sumatori i generalitzeu-la per una corba de Bézier de
grau n determinada per n + 1 punts.

b) Utilitzant el resultat de l’exercici 1.41 proveu que les corbes de
Bézier sempre queden a dins del seu poligon de control.

c¢) Proveu que passa sempre pels punts Py i P,.

d) Proveu que les direccions de la corba en els punts Py i P, sén P, — P
i P, — P,_1 respectivament.

e) Es poden invertir 'ordre dels punts de control? Quin efecte tindra
sobre la corba?

f) Es poden repetir punts? Quin efecte tindra sobre la corba?

ExERciIcI 1.43. Un inconvenient de les ciibiques de Bézier és que corbes
com hipérboles o circumferencies no poden ser exactament descrites per
elles. Ara veurem un metode per parametritzar seccions coniques. Una
seccié conica és una corba en el pla definida per una equacié de segon grau
de la forma az? + bxy + cy? +dx + ey + f = 0. Exemples classics de coniques
sén circumferencies, ellipses, paraboles, e hiperboles. Considerem la corba
parametritzada per

(1 — )%y + 2t(1 — tywzs + t2x3
(1—1¢)24+2t(1 — t)w + 2

(1 — )%y + 2t(1 — t)wys + t2y3
(1—1)2 +2t(1 — t)w + t2

Tr =

y:

on 0 <t < 1. Les constants w,x1,¥y1, T2, Y2, 23, Y3 ja venen donades i su-
posarem també que w > 0. L’objectiu d’aquest problema es donar una
interpretacié geometrica a les constants w, x1,y1, T2, Y2, T3, 3.
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a) Proveu que la suposicié de que w > 0 implica que els denominadors
de les corbes mai s’anullen.

b) Avalueu les equacions per t =01t = 1. Amb aix0 podreu entendre
el significat de x1,y1, T3, y3-

c¢) Ara avalueu (2/(0),y'(0)) i (2/(1),v'(1)). Utilitzeu-ho per provar
que (x2,y2) és la interseccié entre les tangents que formen inici i
el final de la corba. Expliqueu perque (x1,y1), (z2,y2) i (z3,y3) sén
anomenats els punts de control de la corba.

d) Definiu el seu poligon de control (en el nostre cas un triangle), i
proveu que la corba definida per les equacions sempre queda dins
del seu poligon de control. Pista: Adapteu ’argumentaci6 del prob-
lema anterior.

(z2,92)

(21,91) (w3,y3)

El dibuix intenta explicar el significat de la constant w, (shape
factor). Una pista pot ser la resposta de lapartat ¢). Noteu que
w apareix en les férmules dels vectors tangents quan ¢t = 0, 1. Aixi{
w controla la velocitat ja que un valor molt gran per w faria que
la corba es tanqués a (x2,y2). En els dos darrers apartats veurem
exactament quin paper juga w.
e) Demostreu que

1 1 1 1
G -mw G = (0) 5 (0)
y(3) L+w \2\ © 2\ u3 L+w \ 92
Feu servir aquesta equacié per demostrar que (z (%) Y (%)) esta

sobre el segment que connecta (x2,y2) al punt mig entre (z1,y1) i
($37 y3)

(x3,93)
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f) Noteu que (x ( %) Y (%)) parteix el segment en dos parts de longitud
a i b tal com indica el dibuix. Demostreu que
YT
Observeu doncs que w ens indica exactament si la corba talla el
segment. Pista: Utilitzeu la formula de la distancia.
g) Proveu que la parametritzacié donada determina una conica i de-
cidiu de quin tipus és en funcié del parametre w.



CAP{TOL 2

Bases de Grobner

1. Problemes a resoldre

A partir d’aquest moment ens interessem basicament en l'anell K[z] =
K[xy,...,z,] de polinomis de n variables sobre un cos K. Sabem, pel capitol
anterior que és un UFD Noetheria.

La teoria exposada fins aqui dona pocs recursos de calcul a ’hora de
resoldre tot un seguit de problemes. Citem-ne alguns:

(1) Descripcié d’un ideal, comparacié d’ideals.

(2) Pertinenga d’un polinomi f € K[Z] a un ideal Z C K|[z].

(3) Determinaci6 del ged i el lem.

(4) Solucié d’un sistema d’equacions polinomiques.

(5) Varietats irreductibles i ideals primers. Descomposicié minimal
d’una varietat en irreductibles.

(6) Determinacié de la varietat definida per una parametritzacié polinomica
o racional.

(7) Trobar la clausura de Zariski d’un conjunt de K™.

(8) Determinacié de 'ideal d’una varietat.

9) Determinacié de la interseccié d’ideals.

(10) Determinaci6 de 'ideal de varietat d’un ideal.

Tots aquests problemes sén facils de resoldre a K[z]|, amb una sola vari-
able. La raé és que K|z]| és un domini euclidia on existeix la divisié, i per
tant és també un PID. En alguns problemes el resultat depeén del cos (p.e.
Q R, C). Recordem com es resolen aquests problemes a K[x] (quan calgui
diferenciarem entre els casos esmentats).

(1) Per ser K[z] un PID, tot ideal Z C KJz| esta generat per un tnic
polinomi generador, que és a més a més el gcd de tots els polinomis
de Z. Es verifica que (f) C (g) ssig| f.

(2) SiZ = (g), llavors f € Z ssi el residu de dividir f per g és 0.

(3) El ged(f, g) es calcula per Ialgorisme d’Euclides, i existeixen iden-
titats de Bézout, etc.

(4) Tot conjunt d’equacions polindomiques és equivalent a una tnica
equacié. En un cos algebraicament tancat tot polinomi de grau n
descompon com a producte de n arrels, que poden ser multiples.
L’exemple emblematic és C[z] (teorema fonamental de I’algebra).

45
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En canvi a Q[z] podem tenir polinomis de grau arbitrari que cor-
responen a la varietat buida.

(5) Els ideals primers sén els generats per un polinomi irreductible.
A CJz], els tnics polinomis irreductibles sén lineals, i per tant,
els ideals primers sén de la forma (z —a). A Q[z] hi ha també
polinomis irreductibles de grau qualsevol. Els corresponents ideals
generats sén primers, i la varietat associada és buida. Les tniques
varietats irreductibles no buides, en ambdds casos, estan formades
per un unic punt. Les varietats sén ¢, K i conjunts finits de punts.
La descomposicié d’una varietat en irreductibles és trivial.

(6) Com sabem, les varietats parametritzables sén irreductibles i per
tant les iniques varietats de K [z] parametritzables sén de la forma
T = a, amb a fixat o x =t per tot t € K, que és tot K.

(7) Si K és infinit i el conjunt S té infinits punts, la clausura de Zariski
de S és tot K.

(8) SiV ={a1,aq9,...,as}, lavors [(V) = ((x — a1)(x — a2) ... (z — as)).

(9) La interseccié dels ideals (f) i (g) és (Iem(f,g)).

(10) A Clz], si T = (f), llavors IV(Z) = (g) on g és el polinomi lliure de
quadrats que s’obté com a producte sense multiplicitat de les arrels
de f. Per tant coincideix amb ’ideal radical.

A Qx| el polinomi lliure de quadrats pot tenir factors sense
arrels i per tant no figuren en el generador de 'ideal de la varietat

de l'ideal.

A Klz1,..., x| les coses son més complicades. La teoria de les bases de
Grobner donara eines per abordar alguns d’aquests problemes.

NOTA HISTORICA 1.1. La teoria de les bases de Grobner va ser intro-
duida simultaniament i per separat per H. Hironaka (Japd) i per Bruno
Buchberger (Linz, Austria). El primer les anomena bases estandard, nom
que és poc utilitzat actualment. El segon les va denominar bases de Grobner
en honor al seu director de tesi W. Grébner (1899-1980), i és el nom que
reben generalment.

El fet de ’aparicié tan tardana d’aquesta teoria prové de la dificultat que
comporta ’absencia de divisié Euclidiana en els polinomis de n variables.

Per entrar en materia, intentem resoldre el segiient exemple.
EXEMPLE 1.2. Donats els polinomis de Q[z, y]
f=a’y-3zy+az, 1 g=zy+y

(1) Es cert que (f,g) = (z+4y,4y* —y)?

(2) Es cert que z —4zy € (f,9)?
(3) Determinem V(7).
(
(

)
4) La varietat determinada no es pot parametritzar. Per que?
5) Quin és I'ideal de la varietat V(Z)?
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(1) Q[z,y] no és un PID i per tant no és euclidia. No podem esperar
trobar una divisié euclidiana. Tenim

fi = zg—f=dzy—=
fo = 49— fi=x+4y
fs = yf—g=4y"—y

d’on resulta

fo = 4g-fi=dg—(xg-f)=f+(@-1)g
fao = yhh—g=yl@f+{@-2)g)—yg
= yf+(—zy+dy—1l)yg
g9 = yh—1J
f=29-fi=zg—(4g—fa)=(z—4)g+ f2
= (@-4yha—fi)+ fo=(wy—4dy+1)fat(d—2)fs
i en conseqiiéncia (f, g) = (f2, f3).
(2) = - 4rry =f—zge(f9)
(3) V =V(I) =V(f2, f5) = {(0,0), (-1,1/4)}
(4) V no es pot parametritzar perqué no és irreductible.
(5) Més dificil és demostrar que en aquest exemple IV(Z) = 7.

Comprovem que no disposem de metode general per respondre en aquestes
preguntes. Cal una teoria més elaborada.

2. Polinomis, notacions.

Precisem les notacions que fem servir per a polinomis.

DEFINICIO 2.1 (Anell de polinomis de n variables sobre un cos (o UFD)
K). El denotem Klz1,...,z,| = K[z].

Multigrau: (multideg) a=(a1,az...,0), on «a€ Z,
Producte de poténcies: x® =zt af? . oaln
Monomi: ax®, on a € K és el coeficient

Grau total d'un
producte de poténcies z%: |a|=a1 +as+ -+ ay

Polinomi: f=>,aa2% on aq € K

Grau total
d’un polinomif: deg(f) = max{|a|: f =)D anz* aq # 0}
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3. Ordres monomials

Per avancar en la resolucié dels problemes esmentats en la seccié 1 cal
introduir algin algorisme de divisié6 que donats un polinomi f € K[Z] i un
ideal (g1,...,9s) expressi f en una forma del tipus f = Y . h;g; + 7, on
h; € K[x] amb certes bones propietats del residu i quocients. L’algorisme
de la divisi6 funciona a K[z]| perque existeix un ordre natural dels monomis
az', i resulta obvi determinar el monomi principal. A fi d’introduir una
divisié cal doncs definir ordres monomials a K|[z].

DEFINICIO 3.1 (Ordre monomial). A K[Z] un ordre monomial és una
relacié = sobre Z%,, o de manera equivalent entre productes de potencies
% a € Z%,, o encara entre monomis ax®, que verifica

(i) = és un ordre total sobre ZZ,.
(i) Sia = 817y € Z, lavors a +v = B+ 7.
(ili) > és una bona ordenacié de ZZ,. Aixo vol dir que tot sub-conjunt
no buit de Z% té un element minim.

LEMA 3.2. Una relacié d’ordre = a Z% és una bona ordenacio ssi tota
seqiiencia de % estrictament decreizent, (1) = a(2) > «(3) ... estaciona.

DEMOSTRACIO. Ho provarem per reduccié a ’absurd.

=: Suposem que > és un bon ordre i que en canvi a Z% existeix una
seqiiencia infinita estrictament decreixent: aq > g > .... Llavors
el conjunt S = {a1,a2,...} C Z%,, no tindria minim i per tant >
no seria un bon ordre. ;

< Suposem ara que tota successié estrictament decreixent estabilitza
i que en canvi > no és un bon ordre. Si > no és una bona orde-
nacio, existeix un sub-conjunt S C Z%, que no té element minim.
Triem (1) € S. Com que no és ’element més petit, podem trobar
a(l) > «(2) i aix{ successivament. Obtindrem una seqiiéncia infini-
ta estrictament decreixent a(1) > (2) > ..., que no estabilitza.

O

DEFINICIO 3.3. Ordre lexicografic (lex). Donats a = (aq,...,qp) i
B = (b1,...,0n) € Z%,, direm que a >ix 3 si en el vector a« — 3 € Z", la
primera component per I’esquerra no nul.la és positiva. Si « =1ex 0 escriurem
T o 2P,

Amb l'ordre donat, les variables estan en 1’ordre habitual:

T1 >lex L2 ™lex " > lex Tn
ja que
(1>0>"'7O) 7 lex (071770) mlex "t " lex (0707a1)

Per donar completament un ordre lex, cal precisar en quin ordre considerem
les variables (és a dir quina component correspon a cada variable).

Per tant, existeixen n! ordres lex diferents, un per cada permutaci6 dels
indexos.
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DEFINICIO 3.4. Ordre total + invers lexicografic (grevlex). Do-

nats o = (aq,...,0ap) 1 8 = (B1,...,0n) € 75y, direm que @ >gevlex [
si . .
o] = o > (8= B
i=1 i=1
o be |a] = |F] i en el vector a — € Z™, la primera component per la dreta

no nul.la és negativa.

DEFINICIO 3.5. Ordre total +lexicografic (grlex). Donats a =
(a1y...,an)iB=(B1,...,0n) € Zgo, direm que o >gpex 3 si

n n
o] => i > |8]=)_ 8,
i=1 i=1
o be |af = [B] i a =ex B-
PROPOSICIO 3.6. Els ordres lex, grevlex i grlex a Z%, son ordres mono-
mials. ;

DEMOSTRACIO. Exercici 2.1. O

EXEMPLE 3.7. Ordenem els monomis del polinomi f = 23y 22 + 22 2° +
22y z en ordre monomial decreixent pels diferents ordres amb z > y > z.
Tenim

f = 2Py +22y 2 +2°2° enordre e .
f = 22 +2%y3 2+ 2%y2® en ordre ~grevlex -
fo= 2222 +23y22 +2%y% 2 enordre >giex -

DEFINICIO 3.8. Sigui f = >, aq 2 un polinomi no nul de K[7] i sigui
> un ordre monomial. Definim:
(i) Multigrau (multideg) de f

multideg(f) = max, (o« € Z%; : aq # 0).

(ii) Coeficient principal, (leading coefficient) de f
1C(f) = Qnultideg(f) € K.

(iii) Producte de poténcies principal (leading power product)
de f
lpp(f) _ xmultideg(f)'

(iv) Monomi principal (leading monomial) de f

Im(f) =1le(f) Ipp(f)
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LEMA 3.9. Siguin f,g € K[z] polinomis no nuls. Tenim:

(i) multideg(f ¢g) = multideg(f) + multideg(g).
(ii) Si f+g # 0, llavors multideg(f+¢g) < max(multideg(f), multideg(g)).
Si a més a més, multideg(f) # multideg(g), llavors hi ha igualtat.

4. Algorisme de divisié a K[7]

Input: fe K[z|iF =[f,...,[s] C K[z],
>: un z-ordre monomial.
Output: re K[7]iQ ={q,...,qs} CK[T] talsque f=>7 ¢ fi +7

q:=0; ... g¢5:=0; r:=0
p:=1r
MENTRE p # 0 FER
1:=1
dividit:=fals
MENTRE i < s I dividit=fals FER
ST Im( f;) divideix Im(p) LLAVORS
¢i = qi +1m(p)/ Im(f;)
p:=p— (Im(p)/Im(f;)) f;
dividit:=cert
ALTRAMENT
1:=14+1
FI ST
FI MENTRE
SI dividit=fals LLAVORS
r:=r+lm(p)
p:=p—Im(p)
FI ST
FI MENTRE

L’algorisme de divisid, tot i no tenint les mateixes propietats que a K [x],
permet fonamentar la teoria de les bases de Grébner.

EXEMPLE 4.1. Fem la divisi6 de f = 22y +zy? +y? entre fi = zy — 1
i fo=y?—1 en ordre lex amb z > 3.
Ho disposem en la forma segiient:

fi=zy—1:
fo=y*—1:

VaZy +zy? + 32
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i anem fent quocients i separant els residus que no caben. El resultat sera:

fi=xy—1:2+4+y
f=y?-1:1

Vay+zy? + y2
—a:2y+m
:zy2+x+y2
—zy’+y
z+y +y
—x x
v +y
-y +1
y+1
—y—1 y+1
0 T+y+1

On hem anat col.locant, per ordre, els quocients parcials x per fi, y per
f1; després el proper monomi principal x no és divisible i passa al residu; a
continuacié el quocient parcial és 1 per fo. Finalment passen al residu, ja
que no s6n divisibles y i 1. El residu de la divisié és en total x +y + 1, i
resultat de la divisio és:

f=2y+e+yP=(e+y) i+l -fot(z+y+1)
Si ara fem la divisié anterior considerant fo com a primer divisor i f; com
a segon, el resultat és (exercici 2.4)
f=2?y+ry+y>=(x+1)fo+afi+ (22 +1).

Observem, doncs, que la divisié no dona un residu identic segons ’ordre en
que s’agafen els divisors i ni tan sols conserva el residu. Obviament, si al
dividir f entre fi,..., fs en algun ordre el residu val zero, podem afirmar
que f € (f1,..., fs). Perd no podem esperar, sense més, que el reciproc sigui
cert. El teorema que caracteritza la divisié que hem descrit és el segiient:

TEOREMA 4.2. Donat un ordre monomial = a Z% i una s-tupla de
polinomis F = [f1,..., fs] C K[Z],
(i) tot f € K[T] pot expressar-se en la forma

S
=) aifitr
i=1
on ¢;,r € K[T], i
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(ii) 0o be r = 0 o0 be r és una K combinacio lineal de productes de
poténcies, tals que cap d’elles és divisible per cap lpp(f;) per 1 <
1 <s. Direm que r és un residu de la divisio de f per F'.

(iii) Es compleix que, si q; f; # 0, llavors

multideg(f) > multideg(q; f;)

(iv) L’algorisme de divisio donat produeix els resultats (i), (ii), (iii).

DEMOSTRACIO. En 'algorisme de la divisié, la variable p representa el
residu parcial a cada pas de divisid. Els ¢;’s i r son els respectius quocients i
residu parcials. La variable “dividit” indica si en el bucle corresponent hi ha
hagut divisié parcial o no. En cas que no hi hagi, el corresponent monomi
principal de p passa al residu.

(i) A cada nou bucle es compleix que

S
[ = Zqz'fi+p+7“-
i=1
Es cert inicialment. A cada bucle, part del contingut de p passa a
r o a la suma, de manera que ’equacié es conserva. Si provem que
I’algorisme acaba, com que finalment p = 0 quedara provat que es
verifica (i).

Per veure que l'algorisme acaba tinguem en compte que a ca-
da bucle redefinim p de tal manera que el seu monomi principal
és eliminat i multideg(p) decreix estrictament (per la propietat (ii)
d’ordre monomial). Per ser > una bona ordenacié, ’algorisme aca-
ba.

(ii) Cada monomi que ha passat a r durant ’algorisme no és divisible
per cap lpp(f;) per 1 < i < s. Per tant, quan 'algorisme acabi es
seguira complint (ii).

(iii) Cada monomi de ¢; és tal que Im(p) = Im(g)lm(f;) per algun p
intermedi. L’algorisme comenga amb p = f i a (i) hem vist que
multideg(p) decreix. Utilitzant el lema 3.9 resulta immediatament
la condicié (iii).

O

DEFINICIO 4.3. Denotem ?F el residu de la divisié de f per la s-tupla

F={f1,..., fs)

5. Ideals de monomis i lema de Dickson

DEFINICIO 5.1 (Ideal de monomis). Direm que Z C K[7] és un ideal de
monomis si existeix un conjunt A (finit o infinit) de productes de poteéncies
que el genera:

T =(z : aeA>_{Zhaxa . he € K[, aeA}
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Observis que fora equivalent parlar de conjunt de monomis, ja que K és
un cos, i si ¢ # 0, dir que cx® és un generador és equivalent a dir que ho és

<.

EXEMPLE 5.2. T = (23 y? 2,2 y° 23, y° 2?) C K|z,y, 2].

LEMA 5.3. Sigui T = (z* : a € A) un ideal de monomis. Llavors
un producte de poténcies x° € T ssi 2P és divisible per algin producte de
poténcies r¢, «o € A.

DEMOSTRACIO. =>: Obviament si z° és multiple d’algin = per algin
a € A, llavors 2P € T.

<: Siaf € 7, lavors 2 = 35 hy () per certs h; € K[T] i a(i) € A.
Expandint el producte tindrem

s st
28 = Z h; 200 = Z Z cijx”ﬁa(i) =P Z Cij
i=1 i=1 j=1 Yijta(i)=4
on ¢;; € K. Un cop expandit el producte, tinicament no es cancel.len els
productes de potencies amb exponent 3. Per cada un dels productes de
poténcies restants és v;; + a(i) = 3. Per tant 27 és divisible per cada un
dels productes de poténcies z*®) que no s’hagin cancel.lat. O

Els productes de poténcies z? que sén divisibles per z® corresponen a
a—i—ZgO: {oH—’y : ’yGZ’Z‘O}
Aixi, els productes de potencies de I'ideal de ’exemple anterior seran:
((3,2,1) +Z3,) U ((1,5,3) + Z24) U ((0,3,2) + Z2,)
EXEMPLE 5.4. Podem representar graficament els monomis d’un ideal

de monomis. Per exemple, per l'ideal Z = <x y3, 392, y> C Klz,y], els
monomis de Z venen representats a la figura 1.

LEMA 5.5. Sigui Z un ideal de monomis i f € K[Z]. Son equivalents les
afirmacions segiients:
(i) feT.
(ii) Cada monomi de f pertany a .
(iii) f és una K-combinacid lineal de productes de poténcies de T.

DEMOSTRACIO. Obviament (iii) = (i) = (i). Només cal provar que
(i) implica (iii). La demostracié és analoga a la del lema anterior. Sigui
feZ =% aecA). Llavors, existeixen certs h; € K[Z] i a(i) € A, tals

que
s st
f= Z h; 200 — Z Z Cij gt
=1

i=1 j=1
on ¢;; € K. Per tant, cada producte de poténcies de f és de la forma
zYiitel i per tant és divisible per algin 2 i, pel lema 5.3, pertany a Z.
O
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:US

FicuraA 1. Monomis de l'ideal Z = <x y3, 2 y? 2t y>

COROLLARI 5.6. Dos ideals de monomis son iguals ssi tenen els mateizos
productes de poténcies.

TEOREMA 5.7 (Lema de Dickson). SiZ C K[Z] és un ideal de monomis
T = (z : a€ A) llavors podem extreure B = {a(1),...,a(s)} C A, sub-
congunt finit de A, tal que

I= <93a(1), . ,xo‘(s)>.

DEMOSTRACIO. Havent demostrat el teorema de la base d’Hilbert al
capitol 1, ara el lema de Dickson és un corollari.

Per la proposicié demostrada al capitol 1 que segueix al teorema de
la base d’Hilbert, de tota base d’un ideal podem extreure una base fini-
ta. Per tant, donat Z = (z® : a € A) podem extreure una base finita
{a(1),...,a(s)} C A. O

COROLLARI 5.8. Sigui = una relacié a ZZ, que verifica
(i) = és una relacio d’ordre total a ZZ,,.
(ii) Sia> B iyeZl, lavors a4y = [ +1.
Llavors = €és un bon ordre ssi o = 0 per tot o € Z%,.
DEMOSTRACIO. <: Si existeix 0 = «q diferent de 0, afegint repetida-
ment o a cada banda, emprant (ii), tindriem una successié
ag =200 > ...nag = ...

estrictament decreixent que no estacionaria, i per tant < no seria un bon
ordre.
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= Suposem ara que tot o € ZZ2 és o = 0. Llavors si A C ZZ, qualsevol
demostrem que té un element minim. En efecte, sigui Z = (z® : a € A).
Pel lema de Dickson existeixen elements de A tals que Z = <xa(1), . ,xa(s)>.
Sigui, reordenant si cal, a(1) < «(i). Anem a veure que a(1l) és el minim
dels elements de A. En efecte, en primer lloc 2% € A per construccié. En
segon lloc, si f € A, llavors z? € 7, i pel lema 5.3 és divisible per algin

220, Aixo implica 3 = v 4 a(i). Per (ii) tindrem
B=v+ali) =z a(i) = a(1)

tal com voliem demostrar. O

6. Teorema de les bases de Grobner

Les bases de Grobner van ser introduides a mitjans dels anys 60 per H.
Hironaka (que les anomena bases estandard). Parallelament i independent,
les va trobar B. Buchberger en la seva tesi doctoral al 1965, i les va anomenar
aixi en honor al seu director de tesi W. Grébner.

DEFINICIO 6.1. Donat un ideal Z C K[z] diferent de {0} i un ordre
monomial >, denotem 1Im(Z) al conjunt dels monomis principals de tots els
elements de Z:

Im(Z) = {cz® : cx®*=lm(f), feI},
i per (Im(Z)) a l'ideal de monomis generat per lm(Z).

TEOREMA 6.2 (Base de Grobner). Sigui T C K[Z| un ideal diferent de
{0} ¢ > un ordre monomial. Llavors

(i) Existeiz un conjunt finit G = {q1,...,9s} CZ, tal que
(6.1) (Im(Z)) = {lm(g1),. ., 1m(gs)) -

(ii) Tot sub-conjunt G C I que verifiqui (6.1) és una base de T

Z={(g1,---,9s)-

Direm que G és una base de Grobner de 7.

DEMOSTRACIO. .

(i) Pel lema de Dickson, existeix un sub-conjunt finit d’elements de lm(Z)
que genera (Im(Z)). Pero els elements de Im(I) sén de la forma lm(f),
on f € Z. Per tant, existeix G = {g1,...,9s} C Z tal que (Im(Z)) =
<1m(gl)7 s alm(gs»

(ii) Demostrem que el conjunt G de (i) verifica també Z = (g1, ..., gs)-
Es evident que (g1,...,9s) CZ, jaque cada g; € Z. Reciprocament, si f € Z
I’algorisme de la divisié expressa f en la forma

f=ag1+-+asgs+r
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on ai,...,as,r € K[z] i cap monomi de r és divisible per cap dels Im(g;),
1 <4 < s. Demostrarem que r = 0. En efecte, de I’expressié anterior en
deduim que

r=f—ai1g1— - —asgs € L.
Per tant, si r # 0 és

Im(r) € (Im(Z)) = (Im(g1,...,lm(gs)) -

Com per construccié cap monomi de r és divisible per cap lm(g;) (és el
residu de dividir pels g;’s), pel lema 5.3 ha de ser r = 0. En conseqiiencia

f€{g1,...,9s), el que prova que Z C (g1,...,gs). Per tant Z = (g1,...,9s)
i tot conjunt que verifiqui (6.1) és una base de Grobner de Z. (]

7. Propietats de les bases de Grébner

ProposiciO 7.1. Sigui f € K[z], i G = {q1,...,9s) C K[T] una base
de Grobner d’un ideal Z. Llavors el residu r € K[Z] de la divisio de f entre
G té les quatre propietats segiients:

(i) Cap monomi de r és divisible per cap Im(g;), 1 <i < s.
(ii) Existeiz g € T tal que f =g+ .
(iii) r és dnic. Es a dir, no existeiz cap altre ' amb les propietats (i)
i (ii). En particular, el residu és independent de l’ordre en que
considerem els elements de G en la divisio.
(iv) El residu r és zero ssi f € L.

DEMOSTRACIO.
(i) L’algorisme de la divisié de f entre G dona

f=qg+ - +qgs+r

i ens mostra l'existéncia d'un r que verifica (i).

(ii) Tenim g = q1 g1 + - - - + gs gs que verifica (ii).

(ili) Suposem que existissin dos parells (r, g) i (1, ¢') que complissin (i)
i (ii). Tindriem f=g+7r =g +1'. Per tant,r —r=9g—¢ € Z.
Per tant, si 7/ — r # 0 seria

Im(r" —r) € (Im(Z)) = (Im(g1), .. .,lm(gs)).

Pel lema 5.3, lm(r’ — r) hauria de ser divisible per algin lm(g;),
1 <14 < s. Pero aixo és impossible ja que cap monomi de 7 ni de 7’
ho és. Per tant 7' —r = 0.

(iv) Es conseqii¢ncia immediata de (i), (ii) i (iii).

O

De vegades s’utilitza la caracteritzacié que dona la proposicié 7.1 per
definir les bases de Grébner. La definicié de base de Grobner per la condicid
(6.1) és equivalent a que per tot f € 7 el residu de dividir f per G és zero.

La proposicié 7.1 resol el problema de la pertinenca a un ideal: f pertany
a T ssi el residu de dividir f per una base de Grobner de Z és zero.
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LEMA 7.2. Sigui G una base de Grébner de l'ideal T C K[z]|. Sigui
p € G tal que lIm(p) € (Im(G \ {p})). Llavors G \ {p} també és una base de
Grobner de T.

DEMOSTRACIO. Sabem que (Im(Z)) = (Im(G)). Si Im(p) € (Im(G \ {p})),
llavors (Im(G \ {p})) = (Im(G)). Per tant, G \ {p} tambe és una base de
Grobner de 7. ]

Eliminant tots els polinomis que compleixen el lema anterior un darrera
de laltre i normalitzant després, arribem a una base de Grébner minimal.

DEFINICIO 7.3 (Base de Grobner minimal). Direm que G és una base
de Grébner minimal de Z C K[z, si és una base de Grobner tal que

(i) Per cada p € G, lm(p) € (Im(G \ {p})).
(ii) Per cada p € G, lc(p) = 1.

PRrROPOSICIO 7.4. Donades dues bases minimals G i G’ del mateix ideal
T C K|[z], aquestes tenen el mateix nombre de polinomis i estan en cor-
respondencia bijectiva. Els associats en la correspondéncia tenen el mateiz
monomi principal.

DEMOSTRACIO. Exercici 2.16 O

EXEMPLE 7.5. Donat F = (f, fo),on fi = 23—2xy,i fo = 22 y+2 -2y
aplicant ’algorisme de Buchberger que veurem a la seccié 9, calculem una
base de Grobner de F' en ordre lex amb x > y. Obtenim

G ={f1, fa, f3, [4, [5, fo}
on f3 = a2, f1 = 22y® — 22, f5 = 22y — 22, fo = & — 2y%. Per obtenir una
base de Grobner minimal, podem eliminar fi, fo, f1, ja que tenen monomi
principal divisible pels de f3, f5, f¢. Normalitzant tenim

3

1
G =[Py~ '~ 2]

Pero un ideal admet diferents bases de Grobner minimals. Enlloc del
polinomi xy — %m3, podem posar xy, ja que aquest darrer té el mateix
monomi principal que 'anterior i també pertany a F. A fi d’obtenir una
base tnica introduim el concepte de base de Grobner reduida.

DEFINICIO 7.6 (Base de Grobner reduida). Direm que G és una base de
Grobner reduida de Z C K[z], si és una base de Grébner minimal tal que
(i) Per cada p € G, cap monomi de p pertany a (Im(G \ {p})).
(ii) Per cada p € G, lc(p) = 1.

Observis que de la base minimal de ’exemple anterior obtenim la tnica
base reduida G = [22, 2y, z — 2y?]. En general, tenim la proposicié segiient:

PropoOSICIO 7.7. Sigui T C K[| un ideal no nul. Llavors, fixat un ordre
monomial =, I admet una © una sola base de Grobner reduida.
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DEMOSTRACIO. Ho provarem de forma constructiva.

Sigui G una base minimal. Per cada g € G determinem ¢’ = g&\9},
i posem G' = (G \ {g}) U{¢'}. Es immediat comprovar que G’ segueix
sent una base minimal, ja que el monomi principal no ha canviat. Pero
g’ compleix la condicié (i). Fent el mateix per tots els polinomis de G,
anem reduint cada polinomi de la G inicial. Observis que en fer-ho, els
polinomis que ja hem reduit preéviament, continuen estant reduits, ja que
per aix0 Unicament compten els monomis principals, i aquests no canvien
en el procés. El resultat és una base de Grobner reduida.

No més cal provar que aquesta és tnica. Si existissin dues G i G’,
ambdues serien minimals. No més cal provar que els polinomis g € G i
g € G’ que es corresponen per tenir el mateix monomi principal sén iguals.
En efecte, r = g — ¢’ € 7 i per tant, el residu de dividir-lo per G és zero.
Pero cap monomi de g ni de ¢’ és divisible per cap monomi principal de G, i
per tant passen directament al residu. Com que aquest és nul, aixo implica
queg—g’:g—g’G:O. O

COROLLARI 7.8 (Igualtat d’ideals). Dos ideals son iguals ssi tenen la
mateiza base de Grobner reduida per un ordre monomial ».

Lideal I esta contingut en Io, 17 C Io, si tots els generadors d’una
base del segon redueixen a zero al ser dividits per una base de Grébner del
primer.

L’existéncia d’una base de Grobner reduida tnica per cada ordre mono-
mial resol el problema de la descripcié dels ideals.

El problema és ara saber detectar quan un conjunt de generadors d’un
ideal Z és una base de Grobner i saber construir-ne una a partir d’un conjunt
donat de generadors. Aixo sera 'objecte de la seccid segiient. Veiem, pero
un exemple.

8. Determinacio de les bases de Grobner

Demostrada l’existencia de bases de Grobner, ara ens cal saber re-
coneixer si una base donada ho és i saber completar una base donada d’un
ideal fins a obtenir una base de Groébner.

En tot el que segueix, suposarem fixat un ordre monomial -, i tots els
calculs seran relatius a ’ordre donat.

Hem vist que el residu de dividir un polinomi per una base de Grobner és
unic. Per tant, si F' és una base de Grobner de Z = (f1, ..., fs), llavors al fer

la divisid, 'ordre en els f; no importa, i a més a més, ?F és el representant
canonic de K[z]/Z equivalent a f tal que cap monomi és divisible per cap
Im(g;), per 1 <i <s.

A fi de determinar una base de Grobner, ens interessa generalitzar el
metode d’eliminacié de Gauss. El S-polinomi, que introduim a continuacid,
juga aquest paper:
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DEFINICIO 8.1 (S-polinomi). Siguin f,g € K[Z], no nuls. Siguin

a = multideg(f),
£ = multideg(g),
7 = lem(z®,2P)

Definim el S-polinomi de f i g per

S T g

Els S-polinomis produeixen cancellacié de monomis principals. En con-
seqiiencia, és evident que

multideg(S) < v

A fi de provar el teorema de reconeixement d’una base de Grobner, neces-
sitem un lema tecnic:
t
LEMA 8.2. Sigui una suma de la forma S = ZCZ gl, on
=1
Im(g;) = d; 2P)
c € K perl1 <i<t,
ai) + ()—5€Z>0 sic; # 0.

Si multideg(S) < 6, és a dir, si hi ha cancellacid de monomis principals,
llavors

(i) existeizen constants cj, € K tals que

t
D ciaD g =i’ S(g5, g8),
i=1 ik

on

(8.1) 277 = lem(Ipp(g;), Ipp(gk));

(ii) cada sumand c;j, 20~ Vik S(gj, gr) té multigrau estrictament inferior
ad.

OBSERVACIO 8.3. La importancia del lema radica en que a la férmula
del lema, cada sumand del primer membre té el mateix monomi principal
29, 1 es produeix la cancellacié de monomi principal un cop efectuada tota la
suma. En canvi, en el segon membre, cada terme ja te un monomi principal
de multigrau menor que 9.

En altres paraules, el lema expressa que tota cancellacié de monomis
principals pot expressar-se en termes de S-polinomis, on cada terme té multi-

grau estrictament menor que el monomi principal cancellat.

DEMOSTRACIO. Amb la notacié de I'enunciat, el coeficient principal de
G 2o g; sera c; d;. Tenint en compte que cada un d’aquests sumands té el
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mateix multigrau d i que la suma té multigrau estrictament inferior, resulta
que 2221 c;d; = 0.

Posem p; = 20 ¢; /d;. Observem que el coeficient principal de p; és
1. Ara considerarem un desenvolupament telescopic de la suma. Pero
abans hem de comentar, que hi poden haver termes ¢ que no hi figurin
en la suma, de manera, que al considerar el desenvolupament telescopic,
cal entendre que parlem dels indexos correlatius presents en la suma, que
no sén necessariament tots els ¢. Amb aquesta observacié, considerem el
desenvolupament telescopic segiient

t t

Y oaaWg = N cidipi=cidi (pr—p2) + (crdy + cada)(pa —ps) + ...
=1 i=1

¢
+(erdi + -+ 1 di—1)(pr—1 — pt) + pi Z cid;
i—1

Per hipotesi (i) 4+ 3(i) = 6. Per tant lpp(g;) | 2% per 1 < i < t. En
conseqiiencia 2% | 2°, i per tant, 2077k € ZY. Analogament xik =P ¢
Z%. Per tant,

QZ(s 1’5
O R A A R
o) gok)

= dj g5 — dr 9k = Pj — Dk-

Substituint a la suma anterior, i tenint en compte que el darrer sumand es
cancella, resulta

t

D aa®W g =" i’ 5 S(gj, gi)-

i=1 j.k

Cal recordar, segons el comentari fet més amunt, que a la suma, Gnicament
figuren els indexos j, k de la forma iy, 511, on 43 < --- < 4; és el conjunt
de indexos pels que figuraven g;, , en la suma del primer membre del lema.
En conseqiiencia, no podem considerar tnicament els S(g;, gr) d’indexos
correlatius, quedant provada la part (i) del lema.

Pel que fa a la part (ii), només cal tenir en compte que multideg(S(g;, gx)) <

’)/jk. O

TEOREMA 8.4 (Reconeixement d’una base de Grébner). Sigui T C K[z]
un ideal. Llavors G = {g1,...,9s} C Z és una base de Grobner de I per
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un ordre monomial >~ donat, ssi per cada parell i # j, el residu de dividir
S(9i,95) per G, (amb la s-tupla en un ordre fizat) és zero.

DEMOSTRACIO. = Obviament, Si G és una base de Grébner com que
cada S-polinomi pertany a (G), la proposicié 7.1 assegura que el residu és
ZETO.

<: Hem de provar que si f € Z, i tots els S-polinomis tenen residu zero,

llavors Im(f) € (Im(g1),...,lm(gs)). Abans de provar-ho, anem a donar
I’estrategia de la prova.
Donat f € (g1,...,gs) existeixen polinomis h; € K[Z] tals que

fF=Y higi
i=1
Posem
m(i) = multideg(h; g;), 1 = max; {m(1),...,m(s)}.

Pel lema 3.9 es verifica multideg(f) =< 0. Si no hi ha igualtat, és que es
produeix alguna cancellacié de monomis principals al segon membre. Entre
les expressions de f en termes dels g; n’hi poden haver moltes. Com que >
és un bon ordre, existeix alguna expressié que correspon a una ¢ minima.

L’estrategia consistira en provar que un cop triada una expressié amb §
minima, si tots els residus dels S-polinomis s6n nuls, llavors multideg(f) = 9,
i per tant existeix algin ¢ amb m(i) = ¢ = multideg(f). Aix0 implica que
Ipp(gi) | Ipp(f), i per tant que Im(f) € (Im(g1),...,lm(gs)), tal com volem
provar.

Queda per provar, que si tots els S(g;, gj)G = 0, llavors multideg(f) = 0.
Ho provarem per reduccié a I’absurd. Suposarem que d és minima i que en
canvi multideg(f) < 0. Utilitzant la condici6 sobre els S-polinomis i el lema
anterior 8.2 aconseguirem una nova expressié de f en termes dels g; amb un
d' < 8, arribant a una contradiccié. Veiem els detalls.

L’expressié de f amb § minima pot posar-se en la forma segiient:

fo="Y higi= Y higi+ Y hig
i=1

m(i)=4 m(z)=<é
m(i)=

lm(hi) g; + Z (hi — lm(hi))gi + Z hi g;
) m(i)=4

m(i)=<6

Unicament els productes de potencies de la primera suma de la segona linea
tenen multigrau igual a .
Posem lm(h;) = ¢; ). Llavors la suma esmentada

Sy= Y Im(h)gi= Y ca*y
m(i)=0 m(i)=4
té exactament la forma i les condicions del primer membre de 'equacié del
lema 8.2, ja que hem suposat que multideg(f) < §. L’esmentat lema permet,
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llavors expressar aquesta suma aixi:
55 = Z Cik x(;*')’jk S(gza g])7
Jk
on c¢j, € K, i 27%* donat per la féormula (8.1).

—F—G
Ara utilitzem la hipotesi S(g;,g;) =0, per 1 <i < j < s. Per l'algo-

risme de la divisid, aquesta hipotesi implica que existeix una expressio de
cada S-polinomi de la forma

¢
S(9i,95) = Z Qijk 9i
i=1

on a;j, € K[z] i
multideg(a;jx, g;) = multideg(S(g;,9%)) < Yk

per cada i, j, k. Aquest resultat el podem interpretar dient que la hipotesi
sobre els S-polinomis ens permet expressar cada S-polinomi en termes dels
g;’s sense que hi hagi cancellacié.

El resultat obtingut ens permet reescriure ara la suma Ss aixi:

Ss =Y cjpad <Z dijk gi) =) Do e gy | g

j.k i i J,k

on, per cada i, 1 <i < s és
multideg (Z Cik 20 ik aijk) 9i | <0
3.k

Substituint ara aquesta expressié de S5 en 'expressié completa de f, arribem
a una expressi6 de la forma f =), h; gi que correspondria a una ¢ inferior
a la minima precedent. Tenim, doncs, la contradiccié esperada, i per tant,
si 'expressié de f en termes dels g; correspon a d minim, llavors

multideg(f) =0

el que implica que Im(f) € (Im(gy),...,lm(gs)), tal com voliem demostrar.
U

9. Algorisme de Buchberger

TEOREMA 9.1. Sigui Z = (f1,..., fs) # {0} un ideal de K[z]. Llavors,
lalgorisme segiient construeix una base de Grobner en un nombre finit de
Passos:

Algorisme de Buchberger
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Input:  F ={[f1,...,fs]. Un ordre monomial >.
Output: G = [g1,...,9m], base de Grobner de Z, amb F C G.

G =F
REPETIR
G =G
PER cada parell {p,q} € G', p # ¢ FER
S =50p.0)°
SI S #0 LLAVORS G := G U {S} FI SI
FI PER

FINSQUE G = G".

DEMOSTRACIO. En primer lloc, G C Z, ja que ho és inicialment, i durant
I’algorisme, unicament s’afegeixen a G polinomis de Z. Per construccio,
també F' C G.

En segon lloc, I'algorisme acaba quan G = G’, es a dir quan tots els

S(p,q) = 0 per cada (p,q) € G. Pel teorema 8.4, aix0d implica que G és
una base de Grébner de (G) = 7.

Només cal provar que l'algorisme acaba. Perd observem que passa al
final de cada pas del bucle principal. Tindrem

(n(G)) © (m(G))

ja que G' C G. Perd si G # G’ demostrarem que (Im(G’)) és estrictament
menor que (Im(G)). En efecte, si G # G’, és que, abans d’acabar el bucle,
s’ha afegit algun residu r no nul d’un S-polinomi dividit per G’. Per tant,
cap monomi de r és divisible per cap monomi principal de G’. Per tant,
Im(r) ¢ (Im(G")). En canvi Im(r) € (Im(G)), i per tant la inclusié és
estricta.

Si considerem la successié de (Im(G))’s de cada pas del bucle, és una
cadena d’ideals estrictament ascendent. Per ser K[Z] un anell Noetheria, la
cadena estabilitza. Arribara un moment en que (Im(G’)) = (Im(G)). Com
que la successié és estrictament creixent, aixo s’ha de produir en un nombre
finit de passos de l'algorisme. Per tant, ’algorisme acaba. O

Cal observar que la versi6 donada de I’algorisme de Buchberger és molt
ineficient, ja que verifica moltes més coses de les necessaries. Més endavant
donarem una versié més practica.

10. Millores de 1’algorisme de Buchberger

L’algorisme de Buchberger té una complexitat intrinseca elevada. Quan
volem implementar un algorisme matematic, a més de posar atencio en la
seva correccid, hem de posar emfasi en altres qliestions i en particular en
la seva eficiencia. Hem d’intentar minimitzar els calculs que fem. La versié
donada en la seccié anterior és exclusivament teorica, ja que verifica a cada
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pas tots els residus dels S-polinomis. Anem a veure algunes millores que el
fan més practic.

DEFINICIO 10.1. Donats un conjunt G = {g1,...,gs} C K[Z] i un ordre
monomial >, direm que f € K[Z] redueix a zero modul G i posarem
f—c0,si

(i) existeix una expressié de la forma

f=qg1+ - +aqs9s

(ii) tal que si g; g; # 0, llavors
multideg(f) = multideg(q; g;)

Obviament, si TG = 0 llavors f —¢ 0. En canvi el reciproc no és cert
en general.

EXEMPLE 10.2. Si posem f =222vy> —zy, g1 = 2>+ 9>, go =2z y — 1,
el resultat de dividir f entre [g1, g2] és

1 1
f=02y)a+ (=5) g2+ (—2y* - 5)
i per tant ?G = —29%— % # 0. En canvi si dividim f entre [g2, g1] €l resultat

és
f=(xy)g1+0g2
i per tant f —¢ 0.
Aquesta definicié permet rebaixar la hipotesi del teorema 8.4 substituint

divisié per reduccid, ja que de fet, és la tnica cosa que hem utilitzat en la
demostracié. Tenim doncs

TEOREMA 10.3. Sigui Z C K[z] un ideal. Llavors G = {gi1,...,9s} CT
és una base de Grébner de I per un ordre monomial = donat, ssi per cada
parell i # j, S(gi,9;) —a 0.

La segiient proposicié ens evitara calcular alguns residus de S-polinomis.

ProposicIiO 10.4. Donat un conjunt G C K|[Z] i un ordre monomial,
siguin f,g € G. Silpp(f) i lpp(g) no tenen variables en comi (és a dir, si
lem(Ipp(f),1pp(g)) = Ipp(f) - Ipp(9)), llavors S(f,g) —¢ 0.

DEMOSTRACIO. Siguin
f=ax*+ f, g:bxﬁ“‘gr
on multideg( f,) < multideg(f) i multideg(g,) < multideg(g). Si es compleix

la hipotesi tenim

b P azx®

S(f,g9) = ﬁf— abg

= g9~ (=19 = 5 (g0 )
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i a més a més
multideg(S(f, g)) = max (multideg( f, g), multideg(g, f)),

ja que si hagués cancel.lacié de monomis principals aixo implicaria la igualtat
2% 1pp(f,) = 2 Ipp(g,). Perd tenint en compte que z® i % sén primers
entre si, caldria que z” | Ipp(gr), el que és impossible. O

ExXEMPLE 10.5. Amb aquesta proposicié és immediat comprovar que
G = {{L‘3 —y22+3,y22— 258 —|—2u2+u}
és una base de Grobner respecte a l'ordre lex > y > z > .
En efecte, com que els monomis principals sén primers entre si dos a

dos, els tres S-polinomis redueixen a zero, i el teorema 10.3 assegura que G
és una base de Grobner.

ExeEMPLE 10.6. Analogament, aquesta proposicié assegura immediata-
ment que la base produida per eliminacié gaussiana en un sistema lineal, és
una base de Grobner minimal, ja que els monomis principals tenen variables
disjuntes.

La seglient definici6 generalitza el concepte de S-polinomi.

DEFINICIO 10.7 (Syzygies). Sigui F = [f1,..., fs] € (K[Z])®. Una syzy-
gia sobre els monomis principals dels polinomis de F' és una s-tupla de
polinomis S = [hy, ..., hs] € (K[Z])® tal que

=1

Anomenarem S(F') al sub-conjunt d’elements de (K[z])® format per totes
les syzygies sobre els monomis principals de F.

Podem considerar una syzygia com un vector de (K[z])®. Si denotem

e; =1[0,...,0,1,0,...,0] els elements de la base canonica de K*, llavors la
syzygia de la definicié pot expressar-se en la forma S =>"7 | h;e;.
En particular, els S-polinomis sén syzygies relatives a dos polinomis
(d’aqui el seu nom de Syzygia-polinomi):
Vi Vi

e — o
Im(f;) " lm(f;)
La relacié amb I’S-polinomi és:

S(gi,95) = Sij - G

Es immediat veure que S(F) és tancat per suma (de vectors) i per multipli-
caci6 per polinomis (escalars). Per tant formen ’analeg d’un espai vectorial,
pero sobre lanell K[Z]. Aquesta estructura s’anomena modul. Les syzygies
formen, doncs un K[Z]-modul.

Una particularitat essencial de S(F') és que admet una base finita. Abans
de demostrar-ho ens cal aprofundir un xic més sobre les syzygies.

En primer lloc, definim el concepte de syzygia homogenia.

Sij =
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DEFINICIO 10.8. Un element de S(F') és homogeénia de multigrau
0 € 25, si és de la forma

S =[c1x™, ..., cox],
on ¢; € K i o + multideg(f;) = si ¢; # 0.

En particular, la syzygia S;;, associada al S-polinomi S(g;, g;), és una
syzygia homogenia de multigrau ;;.

LEMA 10.9. Tot element de S(F') pot expressar-se de forma dnica com
a suma de syzygies homogénies de S(F).

DEMOSTRACIO. Sigui S = [hq,...,hs] € S(F). Fixat un exponent &,
sigui h;5 el monomi de h;, si existeix, tal que h;s lm(f;) té multigrau §. S’ha
de cumplir que 7 ; hjslm(f;) = 0. Per tant, S5 = [his,...,hs] és una
syzygia homogenia de S(F). Obviament, S = > 555

Com el component h;s és un monomi cixo‘(i) de h;, i és I'nic component
de h; de multigrau igual a 0 — multideg(f;), esta univocament determinat.

O

Prorosic1O 10.10. Donat F = [f1,..., f4].
(i) Cada element S € S(F) pot posar-se en la forma

S = Z Uij Sij
ij

on u;; € K[| i Sij son les syzygies corresponents als S-polinomis.
(ii) En la descomposicié anterior, si S és homogénia, es manté el multi-
grau 6 d’homogeneitat.

DEMOSTRACIO. Pel lema anterior, podem suposar que S és homogenia
de multigrau J. Siguin i, j dues components no nules de S amb i < j (ne-
cessariament n’ha de tenir al menys dues). Siguin aquestes ¢; x® i ¢; 2.
Llavors o; + multideg(f;) = «; + multideg(f;) = §. Per tant 2% | 2° i
% | 2°. En conseqiiencia 7% | 20, on 274 = lem(z®, % ). Llavors

S/ =5 C; IC(fi)SU(;_%jSij

té la seva component i-esima nula. Apart de la component 4, I'inica altra
component de S’ diferent de S és la j que haura variat en el seu coeficient de
K. Hem obtingut una nova syzygia S’ de multigrau §, amb una component
menys que S i sense alterar el multigrau § d’homogeneitat. Continuant el
procediment amb la component j i la segiient component no nul.la de S’
acabarem expressant S com a combinacié de les Sj;. O

Aquesta proposicié precisa la idea de que tota cancellacié de monomis
principals pot expresar-se en termes de S-polinomis.

Hem demostrat que les S;; per ¢ < j formen una base de totes les syzygies
de S(F). Pero observem que no sempre sén independents.
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EXEMPLE 10.11. Sigui F = [22y? + 22, 2 y? + 42,22y +y 2] i considerem
lordre lex amb = > y > 2. Les tres syzygies corresponents als tres S-
polinomis sén:

512 - [17 —II,',O], Sl3 = [Loa _y]a 523 - [O,IE, _y]
Observem que So3 = Si3 — S12. Per tant, Soz és combinacié de les altres
dues i pot eliminar-se de la base.
EXEMPLE 10.12. Sigui G = [22yz—y?, xy?z—ax+y3, xy2? —xz—y, 229>+
2?]. Considerem ordre lex amb z > y > 2.

a) Determinem totes les syzygies corresponents a S-polinomis.

b) Expressem la syzygia S = [2zyz, —222, 322y, —4222] en termes de
les anteriors.

¢) Trobem una base minima de syzygies.

a) Les syzygies corresponents als S-polinomis sén:

512 = [ Yy, —x, 0, 0 ]
513 = [ zZ, 0, —Z, 0 ]
514 = [ Yy, 0, 0, —Z ]
523 = [ Oa Z, Y, 0 ]
524 = [ 0, Z, 0, —Z ]
S34 = [ 0, 0, ay, —2% ]

b) Per determinar S en termes de les syzygies corresponents als S-
polinomis, fem

Sy = S—2228 = [ 0, 2%z, 32y, —4dxz® |
Sy = S;—a%S3 = [ 0, 0, 422y, —4zz? |
53 = 52 — 41‘534 = [ 0, 0, O, 0 ]

Finalment, doncs,

S = 222512 + $2523 + 42534

¢) Observem ara que aquest mateix procés el podem fer per expressar
algunes de les syzygies corresponents a S-polinomis en termes de
les altres. Aixi:

S1a— S0 = [y, —=z 0, 0 ] = S12
534 — 2524 = [ 0, —zTr, IY, 0 ]
=z [ 0, —z 'y, 0] = —xS3

TEOREMA 10.13. Un conjunt G = {g1,...,9s} C Z és una base de
Grébner de lideal T C KI[Z| per un ordre monomial donat, si per cada
element S = [h1, ..., hs| d’una base homogenia de syzygies de S(G) es veri-

fica
S-G:Zhigi—m;o.

i=1
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DEMOSTRACIO. Pel teorema 8.4, G és una base de Grobner si totes les
syzygies redueixen a zero. Tenint en compte que en la descomposicié d’una
syzygia homogenia en una base de syzygies el multigrau d’homogeneitat es
manté, és obvi que si les syzygies d’una base redueixen a zero, les restants
syzygies també redueixen a zero modul G. ]

Ara hem de saber com fer més petita una base de syzygies. Hi ha manera
d’obtenir bases minimals, pero una forma general de reduir-les es basa en la
proposicié segiient

ProposiciO 10.14. Sigui G = {g1,...,9s} una base de T, i sigui

SC{S@‘ : 1§i<j§$}
una base de les syzygies S(G). Si existeizen elements diferents g, gj, gr € G
tals que
Ipp(gr) | lem(Ipp(g:),1pp(g;)),
i Sik, Sji € S, llavors S\ {Si;} també és una base de S(G).
DEMOSTRACIO. Suposem, per simplificar que i < j < k isiguin 27, xYik, g7k

els habituals lem’s. La hipotesi implica que ik | x%4 i g%k | £%i. Per tant
resulta

S x Vi x ik x ik x Vi xVik xVik
i = e;, — e, | + e — €
YT <1m<gi>l I () "f) <1m<gk> 7 Im(gy) )
Vi i
- ik ik ik ik

amb multideg homogeni +;;, quedant demostrada la proposicié. U
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Algorisme de Buchberger millorat

Input:  F ={f1,...,fs}. Un ordre monomial >.
Output: G ={g1,...,9m}, base de Grobner de Z, amb F C G.

B:={{i,j} : 1<i<j<s}
G:=F;m:=s
MENTRE B # ¢ FER
Seleccionar un element {i,j} € B
Bi= B\ {{i,j})
SI variables(lpp(f;)) N variables(Ipp(f;)) # ¢
SI Criteri(fi, f;, B, G) és fals LLAVORS

—G
S = S(fz,f])
SI S # 0 LLAVORS
m:=m+1

Jm =158
G:=GU{fn}
B:=BU{{n,m} : 1<n<m}
FI SI
FI SI
FI SI
FI MENTRE

S’han incorporat les proposicions 10.4 i 10.14 en l'algorisme de Buch-
berger millorat que el fan més eficient que ’emprat per la demostracié. Fem
servir els parells ordenats [i, j] amb i < j per identificar les syzygies corre-
sponents.

La funcié Criteri(f;, f;, B) retorna cert si existeix algin k ¢ {i,j} pel
qual {7,k} i {j,k} no estan a B i tal que Ipp(fx) | lem(Ipp(fi),1pp(f;))-

La funcié Criteri esta basada en la proposicié 10.14, i el primer criteri
per evitar calcular residus de S-polinomis en la proposicié 10.4.

L’algorisme donat pot millorar-se. Per una discussié més detallada con-
sultar ! 2,

Normalment, després de calcular una base de Grobner, s’acaba determi-
nant primer una base minimal i finalment una base reduida. Els programes
de calcul simbolic determinen, en general, la base reduida.

1(1985) B. Buchberger, “Grobner bases: an algorithmic method in polynomial ide-
al theory”a “Multidimensional Systems Theory”, ed. N.K. Bose, D. Reidel, Publishing
Company, Dordrecht, 184-232.

2(1988) R. Gebauer & H.M. Méller, “On an installation of Buchberger’s algorithm”a
“Computational Aspects of Commutative Algebra”, ed. L.Robbiano, Academic Press,
New-York, 15-33.
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Acabem comentant una mica la complexitat de I’algorisme. A pesar de
les millores actuals de I’algorisme, resulta facil donar exemples de bases per
les quals 'algorisme queda collapsat en temps i memoria.

Entre d’altres problemes el grau dels polinomis intermedis que es pro-
dueixen durant l’evolucié de l'algorisme pot créixer molt. També solen
créixer molt la grandaria dels coeficients.

En general, I'ordre monomial que sol donar menor grau dels polinomis
intermedis és grevlex, mentre que lex sol donar una major complexitat 3 4.

Actualment hi han noves millores de I'algorisme i hi ha molt treball de
recerca sobre el tema.

3(1987) D. Bayer & M. Stillman, “A criterion for detecting m-regularity”, Invent.
Math. 87, 1-11.

4(1987) D. Bayer & M. Stillman, “A theorem on refining division orders by the reverse
lexicographic order”, Duke J. Math. 55, 321-328.
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11. Exercicis

Seccio 3.
ExERciIct 2.1. Demostreu la proposicié 3.6.

EXERCICI 2.2. (*)

(1) Quants productes de potencies diferents de grau total m amb n
variables hi ha?

(2) Proveu que pels ordres grevlex i grlex tot producte de poténcies x®
té un anterior A(z®) = z® tal que z® > % i no hi ha cap altre
entre ambdds. Escriviu 10 multigraus en ordre grevlex descendent
a partir de (2,1,3,4).

(3) Quina és la distancia grevlex entre (2,1,3,4) i (6,2,1,3)?

(4) Determineu el monomi anterior a (ai,...,q,) en ordre grevlex i
proveu que ho és.

(5) Existeix I'anterior per 'ordre lex? Té sentit la pregunta de la
distancia per I'ordre lex? Quin seria el multigrau anterior a (3, 2,0, 5)
en odre lex? I lanterior a (3,2,0,0) ?

ExXERcICI 2.3. Proveu el lema 3.9.
Seccio 4.

Exgrcict 2.4. Comproveu que fent la divisié de 'exemple 4.1 amb els
divisors en lordre fa, f1, el residu de la divisié és 2z + 1 i resultat de la
divisié és:

f=22y+z+yP=@+1) - fotaz- i+ Q2z+1)
EXERcICI 2.5. Calculeu el residu de la divisié en ordre lex(z,y, z) de
a) f=ay’22 +ay —yzentre F = (z — 2,y — 23,22 — 1).

b) Repetiu-ho fent permutacions cicliques a F'.
c¢) Repetiu-ho en ordre grevlex(z,y, z). Comenteu les diferencies.

EXERCICI 2.6. (*) Ara estudiarem la divisié de f = 23 — 2%y — 222 + x
per fi=a’y—zifo=xy—1
a) Calculeu utilitzant ’ordre grlex :

r1 = residu de dividir f per (f1, f2)
ro = residu de dividir f per (fa, f1)

Els resultats haurien de ser diferents. En quin pas de I’algorisme
radica la diferéncia?. (Cal que feu uns quants passos a ma)
b) és r = 11 — o a lideal (fi, fo)? Si la resposta és positiva trobeu
una expressié explicita de r = Afy + B fa, i si no digueu el perque.
c¢) Calculeu el residu de la divisié de r per (fi, f2). Perqué podriem
haver previst el resultat abans de fer la divisié?
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d) Trobeu un altre polinomi g € (fi, f2) tal que el residu de la divisié
de g per (f1, fo) sigui diferent de zero. Pista: (zy+1)-fo = 2%¢y%—1,
mentre que y - fi = 2%y® — yz.

e) Dieu si 'algorisme de la divisié dona per si sol una soluci6é pel
problema de la pertinenga a un ideal. Considereu 'ideal (fi, fa2).

Exercict 2.7. Utilitzant I'ordre grlex, trobeu un element g de
(f1, f2) = (22y® — x,32°y —y — 1) C Rlz, y]
tal que el residu de dividir-I'ho per (f1, f2) sigui diferent de zero.

Seccio 5.

EXERcICI 2.8. (*) En aquest problema estudiarem un cas especial d’ordre
amb pes. Siguiu = (uy,...,u,) un vector de R" tal que uq, ..., u, sén posi-
tius i linealment independents sobre Q. Direm que u és un wvector de pes
independent. Per tot «, 8 € Z2,, definim

aryf<<=u-a>u-p

on el punt representa el producte escalar de vectors. Anomenarem >, ordre
amb pes determinat per u.

a) Demostreu que >, és un ordre monomial. Pista : En quin punt de
la demostracio, utilitzeu la independéncia lineal de wuq, ..., u,?

b) Demostreu que u = (1,+/2) és un vector de pes independent i que
>u és un ordre amb pes a Z2,,.

¢) Demostreu que u = (1,v/2,1/3) és un vector de pes independent i
que >y és un ordre amb pes a Z?éo-

EXERcICI 2.9. (*) Un altre ordre amb pes que té interés es construeix de
la segiient manera. Sigui u = (uq,...,u,) € Z%;, i >, un ordre monomial
(com per exemple >jex 0 =griex) de ZZ. Per tot a,fBe 7%, definim o =y o 3
si 1 només si

u-a>u-fobéu-a=u-fia=,p
Anomenem >, , 'ordre amb pes determinat per ui >,.

a) Demostreu que >y, és un ordre monomial.

b) Trobeu un u € Z%, tal que l'ordre >, , sigui exactament 'ordre
>grevlex‘

¢) Un exemple 1til de pes amb ordre és 'ordre d’eliminacio introduit
per BAYER i STILLMAN (1987). Fixem un enter 1 < j < n i sigui
u=(1,...,1,0,...,0) amb j uns i n — j zeros. S’anomena j-ésim
ordre d’eliminacio ~; a l'ordre amb pes =y greviex- Proveu que >;
té la propietat segiient: Si % és un monomi qualsevol en el que
apareix alguna de les variables x1,...,z;, llavors 2% > z% per tot
monomi que unicament conté les variables x;1,...,2,. Els ordres
d’eliminacié juguen un paper important en la teoria de I’eliminacio.

Nota: Correspon a l'ordre lexdeg([x1,...,z;], [j+1,...,Zn]) en Maple.
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ExErcicr 2.10. Separem les variables T en un grup y amb j variables
iun grup Z amb n — j variables. Posem T = 7,7, i siguin >3 i >z ordres
monomials respecte a les variables i i Z respectivament. Anomenem ordre
producte >3 = al que compleix el segiient:

Donats o = (a1, ...,...ay), 8= (01,...,0n) € Z%, direm que « >3z [

si (Oq,...,CYj) >—g (ﬁl,...,ﬁj),
o be (Oq,...,Oéj) = (ﬁl,...,ﬁj)

L (155 0m) =2 (Bjgas -5 Bn)-
Proveu que és un ordre monomial i que tot monomi que contingui alguna de
les variables 77 és més gran que qualsevol monomi que només contingui les
variables Z.

ExEgrcict 2.11. (*) Demostreu que si @ = (aq, ..., a,) € K", llavors
I{a}) = (x1 —a1,...,zn — an)

EXERcICI 2.12. (*) Determineu la clausura de Zariski a R? i a C? dels
conjunts segiients:
a) S1 = {(z,y) eR?* : y=2? z>0}.
b) So={(t*t*) € R?* : t €T} on T C R és un subconjunt infinit.

EXERCICI 2.13. (*) Descomponeu V(23 — x5 y3 — 22) en varietats irre-
ductibles a C? i a R3.

Nota: Empreu parametritzacions adients, el teorema de la parametritzacio,
i estudieu la seva bijectivitat o no.

EXERrcICI 2.14. (*) Descomponeu V' = V(y"™ — z™) en varietats irre-
ductibles a C? i a R? emprant parametritzacions adients. Suposeu que
(n,m) =d.

Nota: Empreu parametritzacions adients, el teorema de la parametritzacio,
i estudieu la bijectivitat o no de les parametritzacions que feu servir.

ExERrcict 2.15. Descomponeu V' = V(2™ — y™ 2™ — 2™) en varietats
irreductibles a C? i a R? emprant parametritzacions adients. Suposeu que
(n,m) =d.

Nota: Empreu parametritzacions adients, el teorema de la parametritzacio,
i estudieu la bijectivitat o no de les parametritzacions que feu servir.

Seccio 7.

EXERcICI 2.16. (*) Proveu la proposicié 7.4:

Donades dues bases minimals G i G’ del mateix ideal Z C K|[Z], aquestes
tenen el mateix nombre de polinomis i estan en correspondeéncia bijectiva.
Fls associats en la correspondeéncia tenen el mateix monomi principal.

EXERcICI 2.17. (*) Proveu que si B = {¢g1,...,9s} és una base d'un
ideal Z C K|z i té la propietat de que, donat un ordre monomial, per tot

feTés TB = 0, llavors B és base de Grobner de 7.
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Seccio 10.

ExXERcICI 2.18. (*) Sigui
G=[yz—y’zzy’z—a4ayayz? —zz—yxy? 22+ 27
i considerem ordre grevlex(z,y, 2).

a) Construiu una base de les syzygies S;; sobre els monomis principals
de G corresponents als S-polinomis.

b) Trobeu una base minima d’entre aquestes syzygies.

c¢) Comproveu que

S = [—ay’z —y,23y%2 4+ 22, —23y® +y, 2%y — 1]

és una syzygia (no homogenia) sobre els monomis principals de G,
i descomponeu-la en suma de syzygies homogenies.

d) Expresseu S en termes de la base minima obtinguda a l'apartat
anterior.

EXERCICI 2.19. (*)
Proveu que en un ideal lineal 7

a) per eliminacié Gaussiana obtenim una base de Grébner minimal
per qualsevol ordre monomial tal que 1 > xg > -+ > T.

b) Com s’obté la base reduida?

c¢) Proveu que és ideal de varietat.

EXERcICT 2.20. (*) Demostreu que {y — 22,z — 23}

a) és una base de Grobner per ordre lex(z,y, x);
b) no és una base de Grobner per ordre lex(x,y, z). Trobeu-la.



CAP{TOL 3

Teoria de I’Eliminacio

1. El teorema de ’eliminacio
Abans d’enunciar-ho, posem un exemple de com funciona.

EXEMPLE 1.1. Sigui l'ideal Z = (fi, f2, f3), on

fi = #*+y+z2-1
fo = z+y+2-1
fs = w+y+-1

Denotem gb(Z,lex(z,y, 2)) la base de Grobner reduida de 'ideal Z respecte
al'ordre lex amb x > y > z. Aquesta és: gb(Z,lex(x,y, 2)) = {94, 93,92, 91},

on:
g = 22(z—-1)2(:2+22-1)

g3 = 2uyz?+z2t—22
g = Y -y—2"+=
g = z+y+22-1

Les dues sén bases de Z, i per tant representen la mateixa varietat. Es a
dir, tenen les mateixes solucions. Pero en la base de Grobner resulta molt
més facil d’identificar-les. g4 només depén de z i factoritza, i per tant, els
possibles tinics valors de z sén {0,1, -1 + /2, —1 — v/2}. A partir d’aqui,
una senzilla substitucié ens permet obtenir els valors possibles de les altres
variables:

. y=20 —z=1
z=0 — {yzl =0
z=1 - y=0 —zx=1

z=—14v2 - y=—-14+v2 —z=-1+2
z2=—1-v2 - y=—-1-vV2 —z=-1-2

Les solucions obtingudes a partir de la base de Grobner lex poden ser vistes
en dos passos.

e Pas d’eliminacié: g4 només depen de z, i g4, g3, g2 només depenen
de z,y.
e Pas d’extensié: Una vegada resolta g4 = 0 les solucions parcials en
z estenen primer a solucions parcials en v, z, i després a solucions
en x,vy, 2.
La idea basica de la teoria de I’eliminacié és que ambdds passos es poden
fer amb gran generalitat.

75
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DEFINICIO 1.2. Posem T; = @j41,...,%,. Donat T = (f1,...,fs) C
K[Z] anomenem j-ésim ideal d’eliminacié a
Ij =7nN K[fj]
Aixi doncs, Z; consisteix en totes les conseqiiencies de fi,..., fs que
eliminen les variables z1,...,z;. Es immediat provar que Z; és un ideal de

K[z;]. Amb aquesta notacié 7 =7 i T = Ty.

Observeu que diferents ordres de les variables donen lloc a diferents
ideals d’eliminacio.

El pas d’eliminaci6 es redueix a trobar bases de Z;. Les bases de Grobner
lex ens les proporcionen.

TEOREMA 1.3 (d’eliminacid). Sigui Z un ideal de K[T| i sigui G =
gb(Z,lex(x)). Llavors, per cada j amb 0 < j < n, el conjunt

Gj =Gn K[TJ]
és una base de Grobner de I;.
DEMOSTRACIO. Sigui G = {g1,...,9s} = gb(Z,lex(T)), i ordenem els
polinomis g; de tal forma que G; = GNK[Z;] = {g,,...,9s}. Amb aquesta
ordenacié és 1 = rop < r; < --- < r, < s. Per provar que Z; = (G), sigui

f €Z;. Dividim f per G en l'ordre lex(Z). Per ser G una base de Grébner
de ZiZ; C I, el residu és zero: TG = 0. Tindrem

F=> a@gi+0
i=1

Pero cada un dels polinomis g; amb i < r; conté alguna variable de T que no
esta a T;. Tractant-se de I'orde lex, el seu monomi principal també contindra
alguna d’aquestes variables que sén més grans que les de 7;. Com f no conté
cap d’aquestes variables, cap dels seus monomis sera divisible per cap lm(g;)
per i < 7, i 'expressié de f a la divisi6 es redueix a

S
f= Z ¢ (T) gi
=T
el que implica que f € (G;) i per tant, G; és una base de Z;.
Ara és immediat demostrar que també és base de Grobner. En efecte, els
S-polinomis dels polinomis de G; pertanyen a Z; i pel que acabem de veure,
el residu de dividir-los per G; és zero. Per tant, G és base de Grobner. [

De vegades no ens cal eliminar totes les variables sino inicament un grup
de variables. En aquest cas no cal emprar ordre lex i podem emprar ordres
producte tals que tot monomi que contingui les variables a eliminar sigui
més gran que els monomis que no les contenen. Aixo evitard emprar ordre
lex respecte a totes les variables i els calculs poden ser menors.

Abans de discutir el pas d’extensié, aprofundim una mica en ’estructura
de les bases de Grobner lex, per certs d’ideals de varietat.



2. INTERSECCIO D’IDEALS 7

LEMA 1.4 (Shape lema). Sigui K un cos infinit 1 T = I(V') lideal de

varietat d’una varietat zero-dimensional V.= {Py,..., Ps} de K", i tal que
els punts que conté estan en posicio general respecte a la darrera variable
Zn. Aixo significa que posant P; = (a;i1,...,ain), la darrera coordenada

és diferent per cada punt: si i # k, llavors a;, # agpn. Llavors, la base
de Grébner de l'ideal de varietat en ordre lex, G = gb(I(V),lex(T)), és

G: {glv"'agn}7 on

9n = pn(xn) = Hle (-rn - ain)
Ign—-1 = Tp—-1— pnfl(xn)

9i = x; — pi(Tn)

g1 = x1—p1(en)

1 els p; per 1 < i < n son els polinomis interpoladors dels nusos

[(ahu ali)v ceey (G/S'n? asi)]7
S

s H(=’En — ajn)
j#k
pi) =3 a2
k=1

[ (arn —ajn)
J#k
DEMOSTRACIO. En primer lloc tots els g;’s s’anullen a tots els punts
de V, i per tant pertanyen a I(V). A més G = {g1,...,9n} és la base de
Grobner reduida d’un ideal I D I(V), ja que tots els S-polinomis redueixen
a zero per la proposicié 10.4 i a més estan reduits. Només cal provar que
tot f € I(V) redueix a zero al dividir-lo per G. Fent la divisi6 tindrem

n—1
f = an@pn(xn) + Y a:(@) (@i — pi(an)) + r(z,)
=1

on el residu no pot contenir cap de les variables x1, ..., x,—1 ja que aquestes
figuren com a monomis principals dels divisors. A més r(x,) ha de tenir
grau menor que s, ja que p, te grau s i és el polinomi de I,_; de grau
minim. Com s’anullla per s valors de x,,, ha de ser idénticament 0. Per tant
resulta f € (G) i per tant G = gb(I(V), lex()). O

El teorema de ’eliminacié ens proporciona algorismes per determinar la
interseccié d’ideals, el quocient d’ideals i la pertinenca a l'ideal radical. En
les seccions segiients descrivim aquests algorismes.

2. Interseccio d’ideals

Una de les operacions entre ideals importants és la interseccié. Ja vam
observar que donats els generadors de Z i de J és immediat trobar generadors
de 7 -J, pero no de Z N J. Si sabem determinar els generadors de la
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interseccié, podrem, per exemple, calcular el minim comd multiple (lem)
d’un conjunt de polinomis, o I'ideal de varietat d’una unié de varietats de
les quals coneixem els seus ideals de varietat, o el quocient d’ideals, entre
d’altres aplicacions. Anem a veure com determinar-la.

LEMA 2.1. Sigui T = (f1,..., fs) C K[Z] un ideal. Definim
9(t) - T = (9(t)n(T) : h(T) € I)

Llavors
(i) g(t) - T és un ideal de K[Z,t], i

g9(t) - T = (g f1,---,9(t)fs) -

(ii) Si h(Z,t) € g(t) - L ity € K és qualsevol, llavors h(T,ty) € L.

DEMOSTRACIO. .
(i) Sigui h(T,t) un polinomi qualsevol de g(t) - Z. Podra expressar-se
en la forma

W@ 1) = Y 0@ Og(0pi(@)

on ¢;(7,t) sén arbitraris i p;() € Z. Expressant cada p;(T) en
termes dels generadors de Z tindrem

W@, t) =Y ai(@, )g(t)ui; (Z) f3() = ) vj(&, 1)9(t) f3(Z)
ivj j

per tant h(Z,t) pertany a l'ideal (g(t) f1(Z),...,q(t) fs(Z)). En sen-
tit contrari, Obviament, tot element d’aquest ideal pertany a g(t)-Z,
quedant aix{ provat tot 'apartat (i).
(ii) Es conseqiidncia immediata de Pexpressié de h(Z,t) anterior sub-
stituint ¢ per tg.
U

TEOREMA 2.2 (Interseccié d’ideals). Siguin Z i J ideals de K[z|. Lla-
vors

INg=0t-ZT+(1-1t-J)NK|[T]
DEMOSTRACIO. Pel lema anterior, t-Z+ (1—t)-7 és un ideal de K[z, t].
C: Sigui f(z) eZINJ. Llavors tf €t-Z,i (1 —t)f € (1 —t)-J. Per
tant,
f@)=tf+Q—-t)fet-I+(1-1)-J.
Tenint en compte que Z N J C K[Z] resulta que
fet-I+(1—-¢t)-J)NK|[z]
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D: Siguiara f(T) € (t-Z+ (1 —1t)- J)NK]|z|. Llavors f(T) = g(T, t)+
h(z,t) on g(z,t) € t-ZT1ih(z,t) € (1—t)-J. Posem t = 0. Tindrem
g9(z,0) =01 f(z) = h(z,0), i per tant, pel lema 2.1 és f(T) € J.
Analogament posant ¢t = 1 resulta f(Z) € Z. Per tant f € ZNJ.

U

El teorema anterior ens dona un algorisme per determinar la interseccid
de dos (o més) ideals qualsevulla.

Algorisme per determinar la interseccié d’ideals. Siguin

I:<f1,...,fs>, j=<917---7gr>

dos ideals de K[z]. Llavors, per determinar Z N J considerem l'ideal de
K[z, 1] segiient:

K= <tf17--~7tf87(1_t)gla--'7<1_t)g7’>

i procedim a eliminar la variable ¢ determinant la base de Grébner G de K
respecte un ordre d’eliminacié de la ¢ (per exemple lex(¢,Z). Llavors GNK|[Z]
és base de Grobner de Z N J.

EXEMPLE 2.3. Siguin 7 = <:cy3733 + y> iJ= <:c2y,x2 — y2>. Tenim

G = gb([tzy?, t(x +vy), (1 — t)z?y, (1 —t)(z? — 3?)],lex(t, z, 7))
= {ytzy’, 2 — o, —P + 1Pt + ty)

i per tant ZNJ =GN K[z, y] = (y*, 2y, 2* — y?).

Podem comprovar, dividint cada polinomi de l’ideal interseccié trobat
per les bases de Grobner de 7 i de J, que pertanyen a ambdds ideals.

Abans de posar més exemples, considerem dos aplicacions importants
de la interseccié d’ideals: la determinacié del lem de dos polinomis i del seu
ged, i de I'ideal de varietat de la unié de varietats de les quals coneixem els
seus ideals de varietat.

ProrosiciO 2.4. .

(i) La interseccic TN J de dos ideals principals de K[T] és principal.
(ii)) SiZ=(f) i T ={g) i1 ZNT = (h), llavors

h =lem(f, g)

DEMOSTRACIO. N’hi ha prou en provar (ii) directament. Z consisteix
en tots els polinomis multiples de f, i J en els multiples de g. Per tant
Z N J contindra els multiples comuns de f i g. Emprant la descomposicié
en factors unica a K[Z] és obvi que l'ideal interseccié estara generat pel
polinomi lem(f, g). O

Ara ja podem determinar el lem(f, g) i el ged(f, g).
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EXEMPLE 2.5. Siguin
f = a® — 2%y + 222+ 2222y — 2zay® + 2220y + 22w — y322 + 232
g = 3 —22%+ 2222+ xy® — 22wy + 22 + 22’y — 2zx9? + 222y
Determinem lem(f, g) i ged(f,g). Calculant gh([tf, (1 —t)g],lex(¢, x,y)) re-
sulta:
GNKr,y] = [2023y% — 4229?22 + 2222y — 2323 — 229322 + 2y223
+2y23x + dy22a? + 23 2x — 42222 — 2222y + 2P
+yt2? + 2232 4+ 2222 — 223y + 2%y + 2]

que ens dona el lem(f, g). Ara per determinar el ged(f, g) tenim en compte
que

ged(f, g) = lcm{?“g)

Per tant, multiplicant f i g i dividint el resultat pel lem(f, g), respecte a
qualsevol de les variables, el resultat ha de ser un quocient enter i un residu
0. En I'exemple obtenim:

ged(f, 9) = 2 + (—y +yz + 2)x — y*z + y2°.

PROPOSICIO 2.6. La interseccid de m ideals 1y, ...,Z, de K[T] es pot
determinar per

m m m
NZi = (Zti T+ (1= ti)- 1) K[z
i=1 i=1 i=1

Es tracta d’una generalitzacié immediata del teorema 2.2.

EXEMPLE 2.7. Determinem 1'ideal de varietat de la varietat formada pels
tres punts V' = {(0,0),(1,0),(1,1)}.
Recordant que
m

m
I Jvi) = 1)
i=1 i=1
els ideals de cada un dels punts de V' sén
I =(z,y), Te=(x—1lyy), Is=(r—1,y—1).
Per tant hem de determinar 'ideal de Kt1,to, z,y| seglient:
1= <tll‘a t1y7t2(x - 1)7t2y> (1 — 11— tz)(l’ - 1)3 (1 - tl - t2)(y - 1)> N K[j]
Resulta:
gb(Iu leX(tl,tQ, %?J)) = {y2 —Y,Yyr — y7x2 — X, =T + ) + t27t1 +x — ]-}

1 finalment
(V) = (y* —y,yz —y,2° — z)
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3. Quocient d’ideals

Considerarem ara noves proposicions relatives al quocient i a la intersec-
cié que no vam considerar en el capitol 1 i que ens serviran ara per obtenir
un algorisme pel calcul del quocient d’ideals.

ProvposiciO 3.1. SiguinZ,Z;, J, J; ideals de KZ| per 1 <i <r. Llavors

(i)
(ﬂL) T =(@i: )
i=1

=1

r

=1

(iii)

T

T:(fisee ) = (T (f).

i=1
DEMOSTRACIO. Tenim les implicacions segiients:

(i)
fe (ﬂL) T = VgEjésngﬂIi
i=1

i=1
«— VgeJil<i<rés fgel;
<~ perl<i<résfe(Z;:J)
T

= fe()@:T)

=1

T
VgGZZ;ésngI
i=1
per 1 <i<riVvg, € J; és fg; €L
perl1<i<résfel:JT;
T

fe@:7)

=1

Pir

(iii) Es una conseqiiéncia immediata de (ii).
(]

TEOREMA 3.2. SiguiZ un ideal i g un polinomi de K[z|. Si{h1,...,hs}
és una base de l'ideal TN {(g), llavors {h1/g,...,hs/g} és una base de T : (g).

DEMOSTRACIO. .
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N

: Sigui f € Z : (g). Llavors fg € Z. Com a més a més fg € (g),
llavors fg € TN (g). Si Zn{(g) = (h1,...,hs) tindrem fg =
>; A;hi per certs polinomis A;. Tenint en compte que cada h; €
(g), cada h;/g és un polinomi, i resulta que f = . A;j(hi/g), 1 en
conseqliencia f € (h1/g,...,hs/g).

: Sigui f € (h1/g,...,hs/g) 1 u € (g). Per la primera tindrem f =
> Ai(hi/g), i per la segona u = wg. Per tant tindrem

19

uf:wgf:ZwAihiGIﬂ@) A

Per tant f € 7 : (g).
(]

Amb aquest teorema i la proposicié 3.1, junt amb ’algorisme per deter-

minar interseccions, tenim les eines per donar un algorisme per determinar
quocients d’ideals:

Algorisme per determinar el quocient de dos ideals

Input: T={(f1,--,fs)

j:<glv"'agr>
Output: B =basedeZ:J

PER 1<i:<r FER

Gi = {f1,..., fs)N{g;) (algorisme interseccid)
H; =G;/qg; (dividim cada element de G; per g;)
T
B = ﬂ H; (algorisme interseccid)
i=1

EXEMPLE 3.3. Donats

T = (2 +uay,2*+2?), J=(a*zyy?)

Determinem les interseccions ZN J; per 1 <i < 3iels7Z: J;, dividint cada
polinomi per J;:

Iﬂ<x2>:<m2y—w2,x3+x2>, <:U2>:<y—1,x—|—1>

A
IN(zy) = gwyz—my,:ﬁwmy), T:(xy)=(y—Lz+1)
7: 2>

Iﬂ<y2> = :Cy3—:vy2,x2y2—l—azy2>, <y = <xy—x,a:2+:c>
3
Finalment determinem el quocient de Z : J fent la interseccié ﬂ I:J.
i=1

I:J=T ()N TN y)NIZn{y®) = (vy—z,2°+z)
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4. Pertinenga a 1’ideal radical

PRrROPOSICIO 4.1 (Pertinenga a 'ideal radical). Sigui K un cos arbitrari
i T =(f1,-.., fs) un ideal de K[z]. Llavors f € K[z] pertany a VT ssi el
polinomi constant 1 pertany a l'ideal T C K|[Z,y| donat per
j-: <f17---7fs>1_yf>
DEMOSTRACIO. .
=: Si f € VZ, existeix m tal que f™ € 7 i per tant també¢ f™ € Z. A
més, també 1 — yf € Z. Tindrem
L=y "+ L=y ") =y "+ A=y )L+ yf + - +y™ ™

i per tant el polinomi 1 pertany a 7 .
<: Si el polinomi constant 1 pertany a Z tindrem

1= Zpi(f, y) fi + @ y)(1—yf)

)

Posant y = 1/ f(T) resulta
1= @1/

Multiplicant per una potencia convenient de f a fi d’eliminar de-
nominadors polinomics en 'expressié anterior, resultara

W:Z&@ﬁ

i per tant f € VZ.
O

Algorisme per determinar la pertinenca a l’ideal radical. La
proposicié anterior complementada amb la teoria de les bases de Grobner
ens proporciona el seglient algorisme per determinar si donat un polinomi f
i un ideal Z, el primer pertany o no al radical de Z.

Input: = (f1,...,fs) C K[7]
f € K[7]
Output:  pertany = cert si f € VT i false en cas contrari

G= gb([fla cee 7f87 1- yf]v >-y,f)
SI G = {1} LLAVORS cert ALTRAMENT fals

EXEMPLE 4.2. Sigui l'ideal 7 = <xy2 + 292, 2t — 222 + 1>. Volem esbri-
nar si el polinomi f =y — 22+ 1 pertany o no a v/Z. L’algorisme consisteix
a considerar 'ideal

IT={(vy*+2y% 2" - 222 + 1,1 - 2(y —2® + 1)) C K[z,y, 2]
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i determinar una base de Grobner reduida per saber si Z = (1) o no.
Calculant-la obtenim

gb(Z, grevlex(z,y, z)) = {1}

i en conseqiiencia deduim que f € V7.

Un cami alternatiu seria anar calculant potencies de f dividides per la
base de Grobner G de 7 per veure si hi ha alguna poténcia que pertany a 7.
El problema és que no sabem quan hem d’aturar-nos. Aixi, en 'exemple,
tenim:

=G
Loyt
27 = 222y + 2y
—G

=0

5. Aplicacions: Punts singulars de corbes

La geometria proporciona interessants conjunts d’equacions que poden
ésser abordades amb les tecniques descrites. Entre aquestes figuren la de-
terminacié dels punts singulars de les corbes i ’estudi de les tangents en
ells.

Sigui una corba del pla K? d’equacié f(x,y) = 0, on f € K[z, y]. Es
d’esperar que la corba tingui una recta tangent ben definida en la major
part de punts, si be pot no ser cert en aquells punts en que la corba es talla
a si mateixa o en punts de retroces.

Exemples:

y? — 2% =0 v’ —(z+1)2* =0

Intuitivament, un punt singular de V(f) és un punt com els dels grafics,
on la tangent té problemes. Per precisar la nocié donarem una definicié
algebraica.

Donat un punt (xg,y0) € V(f), una recta que passa per ell té una equacié
parametrica de la forma:

(5.1) { x =x0+ at

Yy = yo + bt
La recta passa per (zg,yo) per t = 0, i (a,b) # (0,0) és un vector director

de la recta. Variant (a,b) obtenim un feix de rectes que passen per (zg, yo)-
Posem

g(t) = f(zo + at,yo + bt),
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Per ¢t = 0 tindrem ¢(0) = 0, ja que (xo,y0) és de la corba. Les arrels de g(t)
determinen els punts on la recta (5.1) talla a la corba.

DEFINICIO 5.1. Direm que la recta (5.1) talla a la corba f(z,y) = 0 en
el punt (xg,yo) amb multiplicitat k (on k és un enter positiu) si

g(t) = f(wo + at,yo + bt) = t* h(t)
h(0) # 0, és a dir, si g té I'arrel 0 amb multiplicitat k.
EXEMPLE 5.2. Considerem la cibica
flay) =y* — (x+1)a’
i el punt de la corba (0,0). Considerem
g(t) = (0 + at,0+ bt) = b*t* — (at + 1)a?t? = (b* — a>)t? — a3F°
La maxima multiplicitat de contacte I'obtindrem quan b*> — a? = 0. Aix0
déna dues solucions a = b =11a = —b = 1, que corresponen a les dues
tangents (x =t,y =t) i (x =t,y = —t) en el punt singular (0,0). En aquest

cas, la multiplicitat de ’arrel és 3, i seria inicament 2 per les altres rectes.
Es tracta d’'un punt singular.

Sigui M el grau de f. Desenvolupant per Taylor tindrem

M ()
(5.2) n— . y (%0,%0)

Z tn Z :
lb’l’b—’b
< >a’ Y (20.40)

Proprosicio 5.3. Donada la corba f(x,y) = 0 i un punt de la corba
P(xo,Y0),
(i) Si (V) = <g—£, %) # (0,0), llavors existeir una direc-
0-b0) Y/ (0,0)
ci6 unica (a,b), perpendicular al vector gradient, per la qual la recta

(5.1) talla f amb multiplicitat més gran o igual a 2. L’anomenem
recta tangent, i el punt és un punt ordinari de f.

(i) Si (V) moyo) = (ﬂ ﬂ)(xo T (0,0), llavors totes les rectes

oz’ Oy
que passen per (xo,yo) tallen a f amb multiplicitat més gran o
igual a 2. Direm que és un punt singular. Anullant el primer
coeficient del desenvolupament de g(t) no idénticament nul, obtenim
les rectes que tallen f amb multiplicitat mazima en el punt (o, yo)
1 representen les rectes tangents en el punt singular. Ens donen
informacio sobre ’estructura del punt singular.

DEMOSTRACIO. La proposicié és conseqiiencia immediata de (5.2). O

Obviament, la solucié del sistema d’equacions que determina els punts
singulars, aixi com els coeficients de les rectes tangents en els punts singulars,
poden ser resolts emprant les tecniques apreses de les bases de Grobner.



86 3. TEORIA DE L’ELIMINACIO

EXEMPLE 5.4. Ara trobarem els punts singulars i les tangents a una
corba emprant Maple.

> with(Groebner):

Carreguem la llibreria ” geomplot”
> read(‘c:/maple/geomplot4/geomplot.m®):
> with(geomplot):

Donada la corba
> fi=yT4-2%yT3+yT2-3%x"2%y+2%x"4;
f=yt =2y +9y>-322y+22*
El sistema per determinar els seus punts singulars és:
> F:=[diff(f,x),diff(f,y),f];
Fi=[-6xy+8x3 493 —6y>+2y — 322, y* — 293 + 9% - 322y + 224
Resolem el sistema emprant bases de Grobner:
> G:=gbasis(F,plex(x,y));
G =y —y? 2y, 32%+ 29> — 2]
> S:=gsolve(G, [x,y]);
S = A{llz, yl, plex(y, x), {}], [z, y — 1], plex(y, z), {}}
Expressem g(t) = f(zo + at, yo + bt) en els dos punts singulars [0, 1] i [0, 0]
> gl:=collect(subs(x=a*t,y=1+b*t,f),t);
gl == (b* +2a")t* + (263 — 3a%b) 13 + (b* — 3a?) t?
i imposem que el coeficient de ¢? sigui 0. Obtenim les dues rectes tangents
en [0, 1] que sén

> sl:=[solve(coeff(gl,t"2)=0,{b})];
sl :=[{b=+v3a}, {b=—V3a}]

> tl:=[t,1+subs(a=1,0p(2,0p(op(1l,s1))))*t];
> t2:=[t,1+subs(a=1,0p(2,0p(op(2,s1))))*t];

t1:=[t, 1 + /31

t2 :=[t, 1 — /31
Per les quals resulta una multiplicitat igual a 3. Resulta natural, ja que el
punt singular correspon a dues branques que es tallen. La recta tangent a
una de les branques té triple contacte amb la corba: d’una banda és

tangent a una branca (multiplicitat 2), i del’altra talla a la segona branca
(multiplicitat 1, total 3).

> expand(subs(x=t1[1],y=t1[2],f)); expand(subs(x=t2[1],y=t2[2],£));
3V3L3+ 11
—3V3t3 +11¢4
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Procedint de forma analoga pel punt [0, 0] obtenim:
> g2:=collect(subs(x=axt,y=b*t,f),t);
g2 := (b* +2aM) t* + (—20% — 3a%b) t3 + b* 12
> sl:=[solve(coeff(g2,t"2)=0,{b})];
s1 :=[{b=0}]
Iéa multiplicitat de la tangencia és 4, ja que també s’anulla el coeficient de
t°.
> t3:=[t,subs(a=1,0p(2,0p(op(1l,s1))))*t];
t3 :=[t, 0]
> gmplot([y-1-sqrt(3)*x,y-1+sqrt(3)*x,size=1/20,f],x=-2..2,y=-.5..2.5);
LINE
LINE
IMPLICIT CURVE
branchpoint = [—0.3842105301, 0.1256757296]

critpoint = [0., 1.000000000]

6. Aplicacions: Envolupant d’una familia de corbes

Un altre sistema d’equacions interessant geomeétricament és ’envolupant
d’una familia de corbes. Considerarem tnicament families polinomiques.

DEFINICIO 6.1. Una familia polinomica de corbes de R? ve determinada
per una funcié F(z,y,t) € R[x,y,t] que representa, per cada t € R fixat,
una varietat V(F}), que sén les corbes de la familia.
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DEFINICIO 6.2. Donada una familia de corbes determinada per F'(z,y,t),
la seva envolupant es defineix com el conjunt de punts (z,y) € R? que
verifiquen el sistema d’equacions segiient:

F(x,y,t) =0

oF
E(wvyat) =0

Podem justificar la definicié de forma heuristica. La corba C, envolupant
de la familia F'(z,y,t), ha de cumplir que cada punt de C pertany a alguna
corba de la familia, i per tant verifica F'(z,y,t) = 0, i que és tangent en
aquest punt a la mateixa corba de la familia. Per simplificar el raonament,
suposem que ’envolupant C es pot parametritzar pel mateix parametre t
que identifica la corba de la familia a la qual és tangent per

x = x(t)
{yzwﬂ
El punt (z(t),y(t)) esta sobre C' i sobre la varietat V(F}), i ambdues sén
tangents. El vector tangent a C' sera (2/(t),y'(t)), i el vector perpendicular
al vector tangent a V(F;) és VI = <8F 6F). Per tant s’ha de cumplir

Oz Oy
oF ,  OF ,
927 (t)+afyy (t)=0

Per altra banda s’ha de cumplir ideénticament

F(z(t),y(t),t) =0

i per tant la derivada total de F'(z(t),t(t),t respecte a t ha de ser també
nulla. Per tant també

oOF , . OF ,
oz " W+ 5 vt + 5

Restant les dues s’obté

F
8:0

oF
5—0.

Igualment, les equacions que determinen I’envolupant d’una familia de corbes
poden ser resoltes amb les tecniques de resolucié i eliminacié que ens pro-
porcionen les bases de Grobner.

ExXEMPLE 6.3. Utilitzem Maple per determinar ’envolupant d’una familia
de corbes.

> with(Groebner):
Carreguem la llibreria ” geomplot”

> read(‘c:/maple/geomplot4/geomplot.m*):

> with(geomplot):

Donada la familia de cercles:
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> Fu:=(x-u"3/2-2%u) "2+y~2-(u"2/2+1) "2*(1+u~2) ;
L 3 2, 2 W 2 2
Fu := (x—iu —2u)*+y —(?—1—1) (14 u®)
Determinem el sistema d’equacions de ’envolupant:

> Hu:=[Fu,diff(Fu,u)];

1 2
Hu := [(m—§u3—2u)2+y2—(%+1)2(1+u2),

1 3 2 2 2
2(m—§u3—2u)(—7u—2)—2(%+1)(1+u2)u—2(%+1)2u]

Resolem per Grobner:
> Gu:=gbasis(Hu,plex(u,x,y));

Gu := [588 + 54 26 y% + 2724 9% 4+ 2728 + 1108 22 4 775 2% — 808 22 % + 238 25 — 18 2 42
— 10822 y* — 1089% — 109242 + 612y*, 5832 y® v — 160704 3% u + 375696 y* u
— 77568 uy? + 4200w + 13851 y? 27 + 13581 27 + 19683 y* 25 + 177930 2° 12
+ 96467 25 4 23328 23 y* + 491184 23 y? + 222896 2% — 5832 2 y® + 8197290 &
— 787068 y*  + 399100 = % + 164372, 648 y° x v — 16344 y* 2 u + 3608 x u 1>
—200xu — 89128 y? + 1107 2% — 1539 24 y* — 1482 2% y? 4 7949 z* — 648 y/0 2
+ 1375222 y* — 327222 4% + 18712 2% + 6156 yb — 14484 y* — 5756 3 + 14084,

2665600 22 u — 110808 4% u + 3162024 y* u — 8695368 u y> + 4481400 u
— 263169 27 — 373977 2° y? — 3013983 2° — 443232 23y — 11563504 23
+ 110808 7% 2 — 1666116 y* = + 15044688 = 3> — 12326628 2, 150528 1>
+ 7128yt xu — 170928 2 u y? — 282152z u — 9801 25 — 16929 2* 32 — 37335 x*
— 7128 22 y* 4 142416 22 4% + 99896 2% + 67716 y* — 75192y 4 T476]

Seleccionem I’envolupant retenint 1’ideal d’eliminacio:
> env:=select(v->indets(v) subset {x,y},Gu;

env := [588 + 5428 y? + 272ty + 2728 + 1108 2% + 775 2% — 808 22 y? + 238 26 — 18 24 ¢/
— 10822 y* — 1085 — 10922 4 61214

Factoritzem:
> cu:=factor(op(env));
cu=(2y+2+2?) (-2y +2+a?) (272" + 13022 + 54 2% y? + 147 + 27y* — 126 ?)

> gmplot([’subs(u=i/5,Fu)’ $ ’i’=-5..-1,’subs(u=i/5,Fu)’ $
> ’i’=1..5,size=1/20,op(env)],x=-5..5,y=-5..5,comments=0) ;

Wait for the graphic please..
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7. Descripcié del teorema de ’extensié

El teorema de 'eliminacié es complementa amb el teorema de I’extensio.
A més de la seva propia utilitat, aquest teorema porta al Nullstellensatz, al
teorema de la clausura de Zariski i als teoremes d’implicitacié.

A fi d’aproximar-nos, comentem el pas d’extensié en 'exemple 1.1. Alli
tenfem g4(z) = 2%(z — 1)%(22 + 22 — 1) = 0. La pregunta de l'extensié és:
sota quines condicions per cada valor de z € V(ZN K |[z]) existeix algin valor
de y, i per cada valor de (z,y) € V(Z N K[z,y]) algin valor de = tal que
(z,y,2) e V(I)?

Més en general, sigui un ideal Z C K|[Z] i considerem

V(I)={ae K" : f(@) =0,Yf € T}

Per descriure els punts de V(Z), la idea basica és construir solucions coor-
denada per coordenada. Fixem j i anomenem a@; = (ajt1,...,a,) € V(Z;)
una solucid parcial del sistema original. Per estendre-la a una solucié com-
pleta de V(Z) hem d’afegir, en primer lloc una nova coordenada a la soluci6
parcial. Hem de trobar a; tal que (aj,a;) € V(Z;—1). Més concretament,
sigui

Licv =Agr;1 -+, 9s) = TN K[Tj—1]
i volem trobar solucions z; = a; de les equacions

9ri_4 (‘Tj?aj) == gs(xjvaj) =0.
Per tant, estem considerant polinomis en una sola variable x; i, en con-
seqiiencia, les possibles solucions a; sén les arrels comunes a tots els poli-

nomis, o el que és el mateix, les arrels del gcd de tots els polinomis conside-
rats en la variable x;.
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El problema és que els mencionats polinomis poden no tenir arrels co-
munes. Es a dir, poden existir solucions parcials que no estenguin a solucions
completes. Considerem el segiient

EXEMPLE 7.1. Donat el sistema
{ zy =1
zx =1
Considerem ordre lex(z,y, z). Resulta
gb({(zy—1,zz — 1),1lex(z,y,2)) ={y —x,zy — 1, zx — 1}

El primer ideal d’eliminaci6 és Z; = (y — x), i el segon Zy = {0}. Per
tant V(I2) = C. La solucié parcial x = a a V(Z3) estén per tot a a la solucié
parcial x = a,y = a a V(Z;). Ara en canvi aquestes solucions parcials
estenen a (a,a, 1) a V(I) per tot a # 0. Perd la solucié parcial (0,0) no
estén. En el grafic podem veure la interpretacié geometrica.

A

(aya,1/a)

En aquest exemple tenim:

m (V) =V(Z) \ {(0,0)},
on m (V) és la projeccié de V sobre V(Zj). El nostre objectiu és poder
determinar a priori quines solucions estenen i quines no.
Podem restringir el problema al cas en que eliminem tnicament la primera
variable z1. Volem saber si una solucié parcial (ay) € V(Z;) estén o no a
una solucié (@) € V(Z). Tenim el teorema segiient:

TEOREMA 7.2 (de I'Extensid). Sigui Z = (f1,..., fs) C K[z], on K és
un cos algebratcament tancat, © sigut Z1 el primer ideal d’eliminacio de I.
Per cada 1 <1 < s sigus
hn(f;, =a,) = gi(T1) 7"
on N; >01ig; #0. (Si N; =0 posem g; =0).
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Si (a1) € V(Z1) € K™t és una solucid parcial tal que (a1) € V(gi, ..., 9s),
llavors ezisteix ay € K, tal que (a1,a1) € V(Z) és solucio.

La demostraci6 del teorema utilitza resultants i la donem més endavant.
Ara ens dedicarem a comentar les conseqiiencies del teorema.

Una primera observacid és que el teorema s’aplica a un cos K algebraica-
ment tancat com ara C, pero no a R. Exemple: Z = (22 —y, 2% — 2). Es facil
comprovar que y — z € Z genera 'ideal d’eliminacié 73, i que (y = a,z = a)
és solucié parcial de V(Z;) per tot a. Com que els monomis principals en
x de la base donada de Z tenen coeficient g1 = go = 1 1 per tant no s’an-
ul.len mai, el teorema de I'extensié assegura |’existéncia d’extensions per tot
a € C. Perd les solucions han de verificar 22 = a. Es cert que per tot a € C
hi ha solucié de 22 = a a C. En canvi tinicament hi ha solucions a R per
a > 0.

Una segona observacio és que el teorema pot fracassar quan tots els
gi(a1) s’anul.len simultaniament ( (a1) € V(g1,...,9s) ). Aquest era el cas
de Vexemple 7.1. Alli tenfem la solucié parcial x = a,y = a per tot a.
La tnica solucié parcial que no estenia era la corresponent a a = 0, que és
precisament 1'anic valor que anul.la simultaniament els coeficients del mono-
mi principal en z dels polinomis de la base de Z. Aquests sén precisament
g1(a,a) = ga2(a,a) = a. Aixi doncs, 'exigéncia en 'enunciat del teorema de
que la solucié parcial no anul.li simultaniament aquests coeficients del mono-
mi principal en z no pot rebaixar-se, ja que efectivament, trobem exemples
on realment no hi ha extensié possible quan la solucié parcial els anul.la a
tots simultaniament.

Finalment destaquem que V(gy,...,gs) depén de la base de Z. Canviant
de base, es poden produir canvis en V(gi,...,gs). L'eleccié de la base de
T pot fer que V(g1,...,9s) es redueixi. També cal destacar que en [’espai
projectiu, el corresponent teorema de l’extensio afirma que totes les solucions
parcials estenen, encara que pertanyin a V(gi,...,gs).

Ara podem veure com actua el teorema quan I'emprem no tUnicament
per la primera variable. La idea és que Z;y; és el primer ideal d’eliminacié
de Z;, i podem estendre variable a variable.

EXEMPLE 7.3. Sigui B = {2? + y%? + 22 — 1,2yz — 1} una base de Z.
Resulta que gb(Z,lex(x,y,2)) = {f1, f2}, on f1 = y*2% +922* — 222 + 1 i
fo=z+yPz4yz® —yz

Tindrem Z; = (f1) i Zo = {0}.

Per tant, V(Z3) = C, i tot ¢ € C és una soluci6 parcial de V(Z3). La
pregunta és quines solucions parcials ¢ € V(Z3) estenen a V(7).

Estenem coordenada a coordenada. La observacid crucial és que Zo és
el primer ideal d’eliminacié de Z;. Aixi podem aplicar el teorema d’extensié
per passar de z = ¢ € V(Z3) a (b,c) € V(Z1). Per passar de Iy a Z; = (f1),
el coeficient de y* a fi és 22, que Unicament s’anul.la per ¢ = 0. Per tant
¢ estén a al menys una solucié (b(c),c) € V(Z;) per tot ¢ # 0. Ara per
passar a Z, els coeficients de la potencia maxima de z en la base B de Z sén
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g1(b,c) =01 ga(b,c) = 1. Com un d’ells és constant i diferent de zero, el
teorema d’extensié assegura que sempre podem estendre la solucié anterior
amb ¢ # 0 a un conjunt finit de punts de la forma (a(c), b(c), c) € V(Z).

COROLLARI 7.4. Sigui T = (f1,...,fs) C K[z], ¢ K algebraicament
tancat i tal que per algun i f; i sigui

Im(fis =a,) = cay’

on c € K és una constant diferent de zero i« N > 0. Si Iy és el primer ideal
d’eliminacid i (ay) € V(Iy), llavors existeiz a; € K tal que (a1,a7) € V(Z).

La demostracié és immediata a partir del teorema de I'extensio.

8. Geometria de ’eliminacié
DEFINICIO 8.1 (Projecci6). A lespai aff K, anomenem j-ésima pro-
jeccio a
T K" — K"
@ - (a3
Sigui V = V(Z). Tindrem 7;(V) C K"/ i ho podem relacionar amb el
j-esim ideal d’eliminaci6.
LEMA 8.2. Donat un ideal T = (f1,...,fs) i V = V(ZT), sigui Z; =
TN K[z;] el j-ésim ideal d’eliminacid. Llavors, a K™~ tenim
(V) € V(Z;)
DEMOSTRACIO. Si f € Z; i@ € V, llavors f s’anulla a a@. Perd tenint
en compte que f no més depen de Tj, resulta

f(az) = f(m;(@)) =0
el que prova que f s’anul.la a cada punt de 7;(V). O

Amb ajut d’aquest lema podem escriure els punts de 7;(V) aixi:
(V) ={(@;) € V(Z;) : Iay,...,qaj) €K', (a1,...,a;,T) €V}

és a dir, 7;(V) consta exactament de les solucions parcials que es poden
estendre a V.
En 'exemple 7.1, tenim
m(V) = {(a,a) € C? : a #0} = V(Z))\ {(0,0)}

TEOREMA 8.3 (Enunciat geometric del teorema de 'extensi6). Donat un
ideal T = (f1,..., fs) C K[Z] on K és algebraicament tancat, sigui V = V(I)
i

I (f,2,) = gi(@1)ay"
Si Iy = I N K[z és el primer ideal d’eliminacié tenim la igualtat segiient

—n—1

a K
(8.1) V(Th) =m(V)U (V(g1,...,95) NV(T1))
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DEMOSTRACIO. Resulta del lema 8.2 i el teorema de Pextensié 7.2. O

El teorema afirma que 71 (V') omple la varietat afi V(Z;) excepte pot ser
una part que esta a V(gi,...,¢gs). Malauradament, no dona indicacions de
la grandaria d’aquesta part. I en ocasions, és inusualment gran.

EXEMPLE 8.4. Sigui l'ideal Z = (f1, f2) on

fi= (y—2)2" +ay—1
fo= (y—2)2*+22-1

Determinem el seu ideal d’eliminacié (calculant gh(Z,lex(x,y, z)). Obtenim
G={y—zuxz— 1,2y — 2z} iper tant 71 = (y — 2).

Donat que, per la base donada de 7 és g1 = g2 = y — 2, resulta clar
que les g;’s s’anul.len a tot V(Z;). Aixi, el teorema 7.2 no ens dona cap
informacié sobre la grandaria de w1 (V') en aquest cas. (En canvi si que ens
dona informacié si emprem la base de Grébner G).

Existeix una relaci6 forta entre m;(V') i V(Z;), donada pel teorema de la
clausura que veurem al capitol 4 paragraph 2.1.

9. Resultants

La resultant de dos polinomis té moltes aplicacions. En particular té
també importancia en la teoria de I’eliminacio.

La resultant de dos polinomis d’una variable f, g € K|x] respon a la pre-
gunta de si f i g tenen algtin factor comu (un polinomi h(x) de grau positiu
que els divideix tots dos). Per averiguar-ho tenim metodes alternatius com
ara factoritzar els dos (molt costds) o calcular el ged per 1'algorisme d’Eu-
clides. Pero el calcul del ged(f, g, ) comporta divisions en K, mentre, com
veurem, la resultant ho evita, i aix0 interessa de cara a 1’eliminacio.

LEMA 9.1. Siguin f,g € Klz| de graus | > 0 i m > 0 respectivament.
Llavors f,g tenen un factor comi de grau positiu en x ssi existeixzen poli-
nomis A, B € K|[z| tals que

(i) A, B no sén ambdds nuls.
(i) deg,(A) < m ideg,(B) <.
(iii) Af + Bg =0.
DEMOSTRACIO. Suposem, en primer lloc, que f i g tenen un factor comu

h € K[z] de grau positiu. Sigui f = h f1 i g = hg;. Obviament f; té com a
maxim grau [ — 1 i g; grau m — 1. Llavors

af+=h)g=gnhfi—fihgr=0

i A=g1 1B = f] tenen les propietats requerides.
Reciprocament, suposem que existeixen A i B amb les propietats ante-
riors. Per (i) podem suposar que B # 0. Si f i g no tinguessin cap factor
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comtu, el seu ged fora 1. Aixd implicaria que existirien A’ i B’ tals que
A'f 4+ B'g = 1. Ara multipliquem per B i emprem (iii)

B=(Af+B gB=ABf+B Bg=A'Bf-AB' Af=(AB-B"A)f.
Com que B # 0, aix0 prova que B té com a minim grau [, el que contradiu

(i1). Aixd demostra que té que existir un factor comu de f i g de grau
positiu. 0

La resposta que dona el lema no és encara prou satisfactoria, ja que hem
de decidir si existeixen A i B amb les propietats (i), (ii) i (iii). Pero aixo és
un problema d’algebra lineal. En efecte, posem

l m
f:Zaia;i g:Zbixi
i=0 i=0
m—1 -1
A= cja:j B:Zdja;j.
=0 J=0

f,g sén les dades, és a dir, els seus coeficients {a; : 0 < ¢ <} i{b; : 0 <
Jj < m} sén coneguts. Substituim en (iii) i busquem {¢; : 0 < j <m —1}1i
{d; : 0 < i <1—1} que sén les incognites. Tenim:

I m—1 m -1
0 = Af+ Bg= Z aicjmiﬂ + Z Zbidj:niﬂ
i=0 j=0 i=0 j—0
I+m—1 min(l,k) min(m,k)
Z zF Z A;Cl—; + Z bidi_; | =0
k=0 t=max(0,k—m+1) t=max(0,k—1+1)

Per que es verifiqui idénticament (iii) cal que els coeficients de cada poténcia
de x siguin zero. Les equacions resultants son:

(9.1)
a1Cm—1 bndi—1 — (0 :gitm-l
aj—1Cm—1 + Q1Cpm—2 bm—1dj—1 + bpdi—2 = 0 :gltm=2
: ' bndg = 0
ajco+ =0
. . _ 0
agCm—1+ = 0
=0
bod;—1 : =0
: : =0
agco+ bodp = 0 : 20




96 3. TEORIA DE L’ELIMINACIO

Hi han [ + m equacions amb [ 4+ m incognites. El sistema homogeni tindra
solucié no trivial si els coeficients de la matriu tenen determinant nul.
Aix0 ens porta a la segiient definicié:

DEFINICIO 9.2 (Matriu de Sylvester, Resultant). Donats dos polinomis
f,g € KJz] de grau positiu en z els escrivim en la forma:
f = azl+--+ag
g = bpa™+-+bo

Anomenem matriu de Sylverster de f i g respecte x a la matriu del
sistema anterior. Es a dir,

aj bm
aj—1 bm—l bm
aj—1 Qq bm—l
aj—1 bm
aj bm—l
Syl(f,g,2) =
ag ar—1
ag bO
ap bo
ao bo

on els elements exteriors als parl.lelograms sén nuls. Es una matriu quadrada
de I + m files i columnes.
Es defineix la resultant de f i g respecte a x com el determinant

Res(f, g, I‘) = det(syl(fa g, 33))

Tenint en compte la definicié resulten les propietats de la resultant
segiients:

ProposiciO 9.3 (Propietats). Donats f,g € K|x] de grau positiu en x,

(i) la resultant Res(f,g,x) € K és un polinomi enter en els coeficients
de f i g (polinomi a coeficients enters en els coeficients considerats
com a variables),

(ii) Els polinomis f i g tenen un factor comi a K[x] de grau positiu ssi
Res(f,g,x) = 0.

DEMOSTRACIO. (i) Resulta de la definicié de determinant. (ii) La resul-
tant és el determinant del sistema (9.1). Per tant, si és zero, el sistema (9.1)
té solucié no trivial i reciprocament. I si el sistema té solucio, els polinomis
A i B verifiquen (i), (ii) i (iii) del lema 9.1. O
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EXEMPLE 9.4. Siguin f =223 — 1122 + 8z +6i g = 1022 — 92 — 9. La
resultant és

2 10
—11 2 -9 10
Res(f,g,z) = 8 —11 -9 -9 10 |=0
6 8 -9 -9
6 -9

Per tant f i g tenen un factor comu de grau positiu en .

ProrosiciO 9.5 (Propietats). Donats f,g € K[z| de graus en x respec-
tius I, m, es verifiquen les propietats segiients:

(1) Res(f, g, :(J) = (_1)lm Res(g, f7 l’)
(ii) Res(f,bo,x) = by, Res(ao,g,v) = af', Res(ag,bg,r) = 1,
Res(f,0,2) = Res(0,g,2) = 0.
(iii) Siguin q,r el quocient i residu de dividir f entre g: f = qg + r.
Llavors es té:

Res(f,g,2) = (—1)!™b}, 95" Res(g, 7, z).
DEMOSTRACIO. Exercici 3.11 O

Un inconvenient de la resultant és que els determinants costen de calcu-
lar. No obstant, les resultants no sén determinants qualsevol i la proposicié
anterior proporciona un algorisme alternatiu per calcular-les que molts sis-
temes CAS tenen implementat.

Algorisme pel calcul de resultants

Input:  f,g € K[7]
x: la variable respecte de la qual es calcula la resultant.
Output: Res(f,g,z)

SI g=06 f=0LLAVORS RETORNA 0
ALTRAMENT
SI f = ag = cte. LLAVORS RETORNA g(°¢(9:*)
ALTRAMENT
SI g = by = cte. LLAVORS RETORNA p{!/:%)
ALTRAMENT
r:=rem(f,g,x)
(—1)dee(f,z) deg(9:2) |coeff (g, 2)des(f2)—dea(r2) Res(g, r, x)
FI SI
FI SI
FI SI
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DEFINICIO 9.6. Donats els polinomis de K|z]

f= Zaixi, g= ibjxj,
, =

expressem-los en termes de les seves arrels &;, n; aixi:
!

f= H(x_gz g—bmHl“—??g
=1
Definim

I m
res(f, g, z) = aj" Hg &) = ai"vh, [T ] —m) = (=08, H f(nj)
i=1j=1
La igualtat de les tres definicions és obvia, emprant la descomposmlo dels
polinomis en producte de les arrels.

PRroOPOSICIO 9.7. Es compleix que res(f,g,x) = Res(f, g,x), i per tant,
la formula de la definicio anterior de resultant es converteix en una nova
propietat de la resultant.

1 I m
Res(f.g.2) = af" [[ 9(&) = apdl, [T [1(& — m) = (-1, Hf )
=1

i=1j=1

DEMOSTRACIO. La demostracié consisteix en provar que l’algorisme per
determinar la resultant donada per la definicié anterior és el mateix que
I’algorisme per determinar la resultant definida per la matriu de Sylvester.
Cal provar, doncs, que amb la definicié anterior, valen també les propietats
9.5, que determinen l’algorisme de la resultant. Exercici 3.12. O

EXEMPLE 9.8. Per lligar les resultants a 1’eliminacio, calculem la resul-
tant de dos polinomis de dues variables f = 2y — 1 i g = 2% + y? — 4, com
polinomis en x amb coeficients a K[y].

Y 1
Res(f,g,2)=| -1 vy 0 =yt — 4?41
—1 4> —4

Més en general, si f,g € K[z,y| sén de grau positiu en x, té sentit
calcular Res(f, g,z). Com els coeficients sén polinomis en y, la proposicié
9.3 assegura que Res(f,g,2) és un polinomi en y. Per tant, la resultant
permet d’eliminar la . Per que tingui interés cal veure que la resultant
obtinguda pertany al primer ideal d’eliminacié (f, g) N K[y]. Considerem ara
polinomis de n variables x,%. La definici6 9.2 de la resultant, pot ampliar-se
als polinomis de K[z,y]. Tenim la segiient proposicio:

ProposICIO 9.9. Donats f,g € K|x,y] de grau positiu en x, existeizen
polinomis A, B € K[x,7] (dnics si la resultant és diferent de zero), tals que

(i) Af + Bg = Res(f,g,2),
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(i) A,B € Klz,y] son polinomis enters en els coeficients de f i g,
considerats com polinomis de x amb coeficients en K[y
(iii) deg,(A) < deg,(g) i deg,(B) < deg,(f)-
(iv) Res(f,g,x) pertany a l'ideal d’eliminacio (f,g) N K|[y].
(v) f,g tenen un factor comi de grau positiu en x ssi Res(f,g,x) = 0.
DEMOSTRACIO. La definicié de la resultant estd basada en 1’equacié
Af 4+ Bg = 0. Podem emprar els mateixos metodes que hem emprat a la
demostracié de la proposicié 9.3 per aplicar-los a I'equacio

(9.2) Af+Bg=1
on A, B € K()[z]. Laraé d’utilitzar A, B enlloc de A, B quedar clara més
endavant.
Suposem, en primer lloc, que Res(f,g,x) # 0. Posem
f = az'+--+ao
bpx™ + -+ + by
Emaa @™ 4 G

T SO
I

on els coeficients &, d; € K(7) = Quot(K[g]) sén les incognites. Substituint
les expressions anteriors en (9.2) tenim un sistema similar al (9.1) canviant
la darrera equacio per
apCo + bod() =1

que és el coeficient de 2° o terme independent de z. Unicament canvia el
segon membre que passa de ser 0 a ser 1. El sistema deixa de ser homogeni.
Ara, per que sigui un sistema de Cramer amb solucié tnica cal que el deter-
minant del sistema sigui diferent de zero. Pero el determinant del sistema
és precisament la resultant Res(f,g,z), que hem suposat diferent de zero.
Per tant, el sistema té solucié unica a K (7). Al resoldre per Cramer, el de-
nominador és precisament la resultant. Per tant, els coeficients ¢;, d; tenen
denominador comu que és la resultant. Aixi tindrem

A s__ B
Res(f,g,2) ~—  Res(f,g,z)

on A, B s6n polinomis de K([y], calculables com a determinants amb coefi-
cients que estan entre els a;,b;. Soén, per tant, polinomis enters dels coefi-
cients a;, b;. Tenint en compte que A, B verifiquen 1’equacié (9.2), multipli-
cant per la resultant tindrem:

Af + Bg = Res(f, g,x).

Si la resultant és igual a zero, llavors el sistema homogeni té solucié (no
unica) i també podem multiplicar pel denominador per obtenir I’expressio
Af + Bg = 0. Queden provats, doncs, els punts (i), (ii), (iii) i (iv) de la
proposicié.

A=
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Provem ara el punt (v). La demostracié de la proposicié 9.3 es pot
estendre al cas de n variables si treballem a K (7)[z], ja que K(y) és un
cos. Per tant f i g tenen un factor comu de grau positiu en z a K()[z]
ssi Res(f,g,x) = 0. Pero el lema de Gauss vist en el capitol 1, afirma que
f € K[y][z] de cont(f) = 1 és irreductible a K[y][z] ssi ho és a K (y)[z].
Aplicant-ho aqui, acaba de provar el punt (v) de la proposicio. O

La proposicié anterior posa de manifest la relacié que hi ha entre resul-
tants i eliminaci6.

EXEMPLE 9.10. Podem ara reprendre I’exemple 9.8. Per la proposicié
9.9, esta clar que f = 2y — 11 g = 22 + 4% — 4 no tenen cap factor comi
de grau positiu en x, ja que la seva resultant respecte x és diferent de zero.
Com a polinomis a K (y)[x] el seu ged és 1. La identitat de Bézout aplicada
a fig dona:

yr+1 y?
y4—4y2+1f+y4—4y2+1
Multiplicant pel denominador, que no és altre que la resultant de f i g,
resulta

g=1

—(ye+1)f +y*9=y' — 4> + 1 =Res(f, g, 2)
que és la versi6 sense denominadors de la identitat de Bézout, i que expressa
la resultant com element de l'ideal d’eliminacié (f, g) N K[y].

EXEMPLE 9.11. Si considerem els polinomis
f=(ay—2)(ay +2) = 2%y — 2
g=(zy+2)(z+y+z) =2’y +a(y’ +yz+2)+20y+2)

tindrem Res(f,g,2) = 0. Analogament també tindriem Res(f,g,y) = 0 i
Res(f,g,2) = 0.

10. Resultants i teorema de I’extensio
Com a conseqiiencia immediata de la proposicié 9.3 resulta el segiient

COROLLARI 10.1. Si K és un cos algebraicament tancat (p.e. C), i
fyg € K[|, llavors f, g tenen una arrel comi a K ssi Res(f,g,z) = 0.

Amb aquest corol.lari disposem de tots els ingredients per provar el teo-
rema de ’extensié. Provem en primer lloc el segiient cas especial.

TEOREMA 10.2. Donats f,g € K[y|[x] on K és algebraicament tancat,
S1gulL
f=az'+ - +as, g=bna™+ - +bo
aizi que ay, by, € K[y] son els coeficients de grau maxim en x de f,g. Sigui
I, = {f,9) N K[y] el primer ideal d’eliminacidé. Si (¢) € V(Z1) \ V(am, b;),
llavors existeir ¢ € K tal que (¢,c) € V(f,g).

Nota: Es tracta de la versié del teorema de 'extensié pel cas en que
I'ideal esta format per dos polinomis.
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DEMOSTRACIO. El nostre objectiu és provar que f(¢,z) i g(¢,z) tenen
una arrel comi ¢ € K. Aix0 ens donara el punt (¢,c) € V(f, g).

Suposem en primer lloc que a;(¢) # 0 i by, (¢) # 0. Es a dir, que tots dos
sén no nuls. Tenim

f@x) = @@z +---+ap(@, amb @) #0
g(¢,z) = bp(€)z™ +---+0bo(¢), amb by(c)#0

Per la proposicié 9.9 sabem que h = Res(f,g,x) € 71, i pel fet que (¢) €
V(Z1) aixo implica que h(¢) = 0. Avaluem el determinant que dona h en el
punt (¢):

a;(c) b (€)
a;—1(c) bm-1(¢)
. @) .
a_1(¢) . bm (€)
(2 — a;(¢) : bm—1(¢)
© ap(c) a-1(2) - :
: bo(C)
ao(C)
a0(©) e

Tenint en compte que a;(¢) # 0 i by, (¢) # 0, resulta que és també el deter-
minant que dona la resultant de f(¢,x) i g(¢, ) respecte a x. Resulta:

0 = h(¢) = Res(f(¢,z),9(¢, z), x).

En conseqiiencia, el corol.lari 10.1 implica que f(¢,z) i g(¢,z) tenen una
arrel comu, ¢ € K tal com voliem demostrar.

Ara falta considerar el cas en que no tots dos a;(¢) i by, (¢) sén diferents
de zero. Suposem que unicament és diferent de zero a;(¢) # 0, mentre
que by, (¢) = 0. En aquest cas, g(¢,x) té grau estrictament inferior a m =
deg,g(7, ) i el determinant anterior de valor h(¢) que té [ + m files il 4+ m
columnes no és ja la resultant de f(¢,x) i g(¢, x), que seria un determinant
amb menys files i columnes. Podriem estudiar la relacié que té amb la
resultant. Pero seguirem una altra via més simple.

La idea és que com que V(f,g) esta associada a l'ideal (f,g), podem
utilitzar una altra base de Iideal en el cas que ens ocupa a;(¢) # 0, b, (¢) = 0.
Si N és un enter positiu, obviament

(f.9) = (frg+=" f)

Triant N suficientment gran per tal que deg, (z" f) > deg,(g), el coeficient
principal de g + 2V f respecte a x és a;, que sabem que és diferent de zero
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en (¢). Aix0 ens permet utilitzar el raonament anterior amb la nova base
{f, g+ 2V f} i deduir que existeix ¢ € K tal que (¢,c) € V(f,g+ 2V f) =
V(f,9)- O

Observem que la prova anterior falla si a;(¢) = b,,(¢) = 0 simultaniament
per la soluci6 parcial (¢). La raé de fons és que aquesta soluci6 parcial pot
no estendre efectivament com hem vist en els contra-exemples del teorema
de l'extensio.

Comparem ara la diferent i complementaria informacié que donen les
bases de Grobner lex i la resultant respecte a l’ideal d’eliminacié Z;. La
gb(Z,lex(x,y)) dona una base de Z; = Z N K[y], perd no ens assegura que
les solucions parcials estenguin. En canvi, la resultant de dos polinomis crea
un polinomi de l'ideal Z; que esta directament relacionat amb el fet que
les solucions parcials estenguin. Aquesta és la rad de la seva utilitat en el
teorema de I’extensié.

Hem demostrat el teorema de 'extensié en el cas d’ideals formats per
una base de dos polinomis. Ara hem de generalitzar la demostracié per
ideals que tenen bases amb un nombre arbitrari de polinomis. La dificultat
és que unicament hem definit la resultant de dos polinomis i ens cal un
concepte més general de resultant.

11. Resultants generalitzades i teorema de 1’extensio

DEFINICIO 11.1 (Resultants generalitzades). Donat un conjunt de poli-
nomis F' = {f1,..., fs} C K[y, x], considerem el polinomi
f :u2f2+"'+usfs € K[ﬂ,y,%}

Podem considerar també f; com un polinomi de K[u,y, z]|. Per la proposici6
9.9, la resultant Res(fi, f,x) esta en K[u,y]. A fi d’obtenir polinomis en
K{[yl], desenvolupem la resultant anterior en poteéncies de w. Ho podem
escriure aixi:

Res(flau2f2 + - +usfsax) = Zha(y) u®

on u® = u5? ... uf* sén els momomis en u que apareixen al fer el desenvolu-

pament, i hy, € K[y]. Anomenem resultants generalitzades de fi, fa,..., fn
al conjunt dels polinomis h, descrits.

EXEMPLE 11.2. Determinem les resultant generalitzades dels polinomis
fi=a?+y+z2-1, fo=a4+y’+2-1, s=ax+y+22-1
Tenim:
Res(fi,uafo +usfs,z) = (y'+2y°2 = 2%+ 2% +y — 2)us
+ 2022+ P+ 28—y — 22+ y2)usus
+ (242922 F P - 22° —y + 2)ud
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ProposiciO 11.3. Sigui Z = (f1, fa, ..., fs) C K[y, x|, i siguin ha(7) les
resultants generalitzades

h = R'es(fla f2U2 +---+ fsusvx) = Zha(y)ua c K[Hay}
«
on he € Kly]. Llavors, per tot o és ho, € Iy = Z N K[y|, és a dir, les
resultants generalitzades pertanyen a l’ideal d’eliminacio.

DEMOSTRACIO. Per la proposicié 9.9 aplicada a 1'anell K[u,7y, x], exis-
teixen dos polinomis A, B € K[u,y, =] tals que

Af1+B(u2f2+"'+usfs) :Res(f17u2f2+"'+usf57m) C K[ﬂ,m

A=>"Aw®, B=> Bgu’
o 8

Ara posem

on A,, Bg € K[y, z].

Provarem que hy € (f1, fo,..., fs) = Z comparant coeficients de u® en
les dues expressions anteriors que ens donen la resultant. Com ja sabem que
ha € K[y] aixo implicara que hy, € 7.

Per comparar monomis en u posem ez = (1,0,...,0), ... ,es = (0,0,...,1),
de forma que

S
ugfo 4 -+ usfs = Zueifz‘
i—2

Aix{ tindrem:
D hou® = (Z Aaua) A+ D Bsu’ (Z u® fl-)
«a @ B8 1=2
= <Z Aaua> fi+ Z (Bafi)uPte

B,i=2

(za: Aaua) A+ > Bsfi|u"

a  \B,i>2,0+e,=a

= D (4fit D Bafi|u

« B,i>2,6+e=a

Igualant coeficients resulta finalment
ha=Asfi+ ),  Bafi
B,i>2,0+e;=a

que prova que hy € Z. Per tant h, € 7. ([
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TEOREMA 11.4 (de l'extensid). Sigui K un cos algebraicament tancat.
Sigui T = (f1,...,fs) C Kly,x|, 1 sigui Ty = Z N K[y] el primer ideal
d’eliminacio de Z. Per cada 1 <1 < s i sigus

Im(f;, =2) = g;(7)2""

on N; > 0ig; € K[g| no sén nuls. (Posem g; = 0 si N; = 0). Sigui
(¢) € V(Z1) una solucié parcial.
Llavors, si (¢) € V(gs,-..,gs), existeix ¢ € K tal que (¢,c) € V().

DEMOSTRACIO. Volem saber fi(¢,x),..., fs(¢,x) tenen una arrel ¢ € K
comu. El cas s = 2 'hem tractat i resolt en el paragraph anterior i esta
resumit en el teorema 10.2, que cobreix també el cas s = 1 ja que V(f1) =
V(f1, f1)- Queda per provar el teorema per s > 3.

Com ¢ ¢ V(g1,...,9s) podem suposar, reordenant si cal, que g1(¢) # 0.
Siguin h, € K[y| les resultants generalitzades

(11.1) Res(fi,uzfo + -+ usfs, ) = 3 hou®

Per la proposicié anterior 11.3, aixo implica que h, € Z; per tot a.
Tenint en compte que (¢) € V(Z;) resulta que hq(¢) = 0 per tot a. Ara
I'equacié (11.1) mostra que la resultant

(11.2) h(u,y) = Res(fr,uzfo + -+ +usfs, )
s’anul.la identicament a (¢):
(11.3) h(u,¢) =0

com a polinomi de K[u].
Fem ara la hipotesi segiient sobre fs:

(11.4) 92(¢) # 0, i fo té grau en x més gran que f3,..., fs
La conjectura és que aixo implica
(11.5) h(w,¢) = Res(f1(¢, z),uafo(¢,x) + - + usfs(¢, x), x)

és a dir a la resultant dels polinomis fi(¢,z) i Y ;_, u; fi(C, z) respecte a la
variable x.

L’argumentacié és analoga a la que hem fet en la demostracié del teorema
10.2. Es a dir, quan avaluem el determinant (11.2) en § = ¢, resulta que
h(w,¢) be donat per cert determinant. I si els coeficients principals de f i
de usfo + ... usfs no s’anul.len en ¢, aquest determinant és precisament el
segon membre de (11.5), que és el que hem conjecturat.

Pero en el cas de f1 és cert, ja que per hipotesi g1(¢) # 0. Pel polinomi
usfo + ... usfs també és cert en el cas de les hipotesis (11.4), ja que amb
aquestes hipotesis el coeficient principal és go(¢) # 0.

Combinant (11.3) i (11.5), resulta

Res(f1(¢,z),uafo(C, ) + - - +usfs(c,z),2) =0
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Els polinomis fi(¢,z) i uafo(¢,x) + -+ + usfs(¢,x) estan a K[u,z], i per
tant, el fet que la seva resultant s’anul.li implica que tenen un factor comu
F de grau positiu en x. Tenint en compte que F' | fi(¢,z) resulta que F
és un polinomi de K[z]. Com que també F' | uafa(¢,z) + - -+ + us f5(C, x),
posant u; = 0 per j # i i u; = 1 resulta que F' | f;(¢,x) per cada i. Per
tant ' és un factor comui de grau positiu en x de tots els f;(¢,x). Sigui
ara ¢ € K una arrel de F' (sabem que existeix ja que K és algebraicament
tancat). Llavors ¢ és una arrel de tots els f;(¢,x), el que acaba de provar el
teorema de l'extensié quan es compleixen les hipotesis (11.4).

Només queda provar-lo si no es verifiquen les hipotesis (11.4). El proce-
diment és el mateix que hem fet servir en el cas del teorema 10.2, és a dir
un canvi de base de l'ideal. Es obvi que

1= <f1,f2+foluf37"'af5>

Si N és suficientment gran el coeficient principal de fy + 2 fi respecte a
x serd ¢1(y), que per hipotesi no s’anulla per 7 = ¢. Fent N més gran
si cal, podem fer que fo + 2 fi tingui grau més gran en z que qualsevol
dels altres fs,...,fs. La nova base ara ja compleix les hipotesis (11.4), i
I’argument anterior ens dona una arrel comu ¢ de cada polinomi de la nova
base en § = ¢. Es obvi que és també arrel de fo(¢,x). Aixo completa la
demostracio. O

Recordem aqui, per la seva importancia, el corollari 7.4 d’aquest teore-
ma, ja enunciat al principi del capitol.
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12. Exercicis

Seccio 1.

Exgrcict 3.1. Proveu que 'ordre de Bayer-Stillman definit a I’exercici
2.9 ¢) és un ordre d’eliminacié per les variables z1, ..., ;.

EXERCICI 3.2. Trobeu I'ideal de varietat de V = {(0,0), (1,0)} a C2.

EXERCICI 3.3. Proveu que B = {x+4y, 4y> —y} és una base de Grébner
d’un ideal Z per un cert ordre monomial. Proveu també que Z és ideal de
varietat. De quina varietat?

Exercict 3.4. Proveu que l'ideal de varietat de la cibica guerxa és
(y —a? 2 —a?).

ExEgrcict 3.5. A Fa[z,y] considerem el conjunt Z de polinomis que
s’anullen per tot punt de F3.

a) Proveu que Z és un ideal de F[z,y|.

b) Proveu que F' = {22 — 2,52 — y} és una base de Z. Es una base
de Grobner per algin ordre? Es I'ideal d’una varietat? De quina
varietat? Compareu-ho amb el cas d’un cos infinit.

c) Trobeu una base de 'ideal de polinomis de Fy[z1, ..., z,] que s’anul-
len a F}}, demostrant que ho és.

d) Comenteu si és base de Grobner i per quins ordres.

EXERcICI 3.6. Trobeu la base de Grobner en l'ordre lex(z, y, z) de I'ideal
de varietat de

vV ={(1,-1,0),(0,1,1),(2,1,2)}
EXERcICI 3.7. Trobeu l'ideal de varietat de la varietat de R3 segiient:
V= {(0’ 0, 0)7 (17 0, 0)7 (O’ L, 0)7 (07 1, 1)5 (17 0, 1)

ExERcICI 3.8. Determineu la base de Grébner reduida en ordre lex(z, y)
de l'ideal de varietat de

V= {(a’17b1)7 (al)b2)7 (02, b2)}7
onal#agiln;ébg.

EXERcICI 3.9. Determineu la base de Grébner reduida gb(I(V), lex(z, y, 2))
de l'ideal de varietat de V', on

V= {(%0, Y1, z1)7 (1.173/07 21)7 (xla Y1, ZO)}:

ixo # 21, Yo # Y1, 20 # 21

Seccio 4.
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ExEgrcict 3.10. Sigui Z un ideal de C[z,y,x] i G = gb(Z,lex(z,y,x)):

G = {z(y+1)(xy® — 423 — 42 4 3z + 4),
2(2z? — 1)z — x(y + 1),
(y+1)(2(y — D)z +a(y* — da? — 4z — 1)),
(@ =Dy -1 —a2(y+1) }

a) Doneu Z; = TN Cl[y, z] Per quins punts de la solucié parcial V(Z;),
el teorema d’extensié no garanteix que hi hagi solucié completa a
V(Z) sobre C?

b) Estudieu que passa en cada un dels punts determinats a a). Esten
la soluci6? Si per algin d’ells estén, quantes solucions de V(Z) li
corresponen?

c¢) Pels restants punts de V(Z;) discutiu també quantes solucions de
V(Z) corresponen a cada punt.

d) Discutiu els apartats b) i ¢) a R[z, y, z]

e) Descriviu la varietat V(Z). Feu un grafic illustrant també V(Z;).

Seccio 9.

ExErcicrt 3.11. La proposicié 9.5 diu:
Donats f,g € K|z]| de graus en z respectius [, m, es verifiquen les propi-
etats segiients:

(1) ReS(f, g, :L“) = (_1)lm Res(97 f7 I‘)
(ii) Res(f,bo,x) = b}, Res(ag,g,r) = al*, Res(ag,by,z) =1,
Res(f,0,z) = Res(0,g,z) = 0.
(iii) Siguin ¢,r el quocient i residu de dividir f entre g: f = qg + 7.
Llavors es té:

Res(f, g, J,‘) = (_l)lmb’lr;deg(r) ReS(g, T, .’E)

A fi de provar-la, procediu de la manera segiient: Siguin f = Zé:o a;xt,
9= iy bix", i suposeu ! > m.

a) Sigui f = f — (a;/by)x'"™g, és a dir el primer residu parcial de la
divisié de f entre g. Proveu que si deg f =1 — 1, llavors

Res(f,g,x) = (—=1)™ by, Res(f, g, z).

b) Si ara admetem que el grau de f pugui ser inferior a [ — 1, proveu
que

Res(f,g,z) = (—l)m(l_degf) bf;degf Res(f,g,x).
c¢) Utilitzeu I'algorisme de la divisié per provar que

Res(f,g,x) = (—1)"” bln;degr Res(g,r, x).
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ExEercicr 3.12. A fi de provar la proposicié 9.7, recordem les definicions:
Donats els polinomis de K[x]

l m
f:ZCLiJTZ, g:Zb]xja
i=0 7=0

els expressem en termes de les seves arrels §;, n; aixi:

l

[ = H(x_gl g—bmHl'_nj

=1

Definim
l
res(f,g,2) = ai” [ [ 9(&)-
i=1

a) Proveu que

I m
res(f,g, @) = qj Hg (&) = ai"b [T T (& —m) = (1), Hf (1)
i=1j=1
b) Proveu les propietats (i), (ii) i (iii) de lexercici 3.11, pero ara rel-
atives a la definici6 de res(f, g, x).
c¢) Deduiu que Res(f, g,z) = res(f, g, ).

ExXERcICI 3.13. Es defineix el discriminant d’un polinomi f(z) per

disc(f 2” 2 H

1<j

Proveu que
(i) disc(fg) = disc(f) disc(g) Res(f, g, 2)%,
(ii) Si f # 0, Res(f, f',z) = (—1)*"=D/2q,, disc(f).
(iii) Sigui p un primer senar. Considerem el polinomi ciclotomic
P —1

Llavors és

disc(®)) = (_1)(p*1)/2pp72‘
Seccio 10.

ExErcicr 3.14. Sigui H = (hq, he) unideal de Q[z,y] 1 Gy = {g1,...,9s}
la base de Grébner lex x >~ y de H.

Estudieu com s6n les solucions V(H) segons com siguin Res(hq, ha, x) i
Res(hq, ha,y). (Digueu si és O-dimensional o no.)

Seccio 11.
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Exercict 3.15. Sigui Z = (f1,..., fs) un ideal de K[y, z]. Proveu que
Z N K[y] = {0} ssi tots els polinomis de Z tenen un factor comu de grau
positiu en .

Nota: Utilitzeu les resultants generalitzades.






CAP{TOL 4

Nullstellensatz i Consequiéncies

1. Nullstellensatz d’Hilbert

El teorema dels zeros d’Hilbert va ser un teorema tan cellebrat que
s’acostuma a nomenar pel nom en alemany amb que va ser batejat. (En
alemany Null = zero, Stelle = posicié, Satz = teorema; Nullstellensatz =
Teorema de la posici6 dels zeros). La seva importancia radica en el fet que
generalitza el teorema fonamental de I’algebra per n variables.

1.1. Nullstellensatz feble.

TeEOREMA 1.1 (Nullstellensatz feble). Sigui K un cos algebraicament
tancat 1 T C K[x| un ideal tal que V(I) = ¢. Llavors T = (1) = K|[z].

El Nullstellensatz generalitza el teorema fonamental de 1’algebra. En
efecte, C[z] és un PID, i per tant tot ideal de C|[x] és generat per un tnic
polinomi p(z). Tenim Z = (p(z)) i V(Z) = V(p(z)). El teorema fonamental
de l'algebra afirma que tot polinomi no constant sobre C[z] té al menys una
arrel. Per tant, si V(p(x)) = ¢ implica que p(x) és un polinomi constant, i
per tant (p(z)) = C[z], que és I'enunciat del Nullstellensatz feble en aquest
cas.

En realitat, el teorema fonamental de ’algebra el que afirma propiament
és que C és un cos algebraicament tancat.

DEMOSTRACIO. Anem a provar-ho per induccié sobre el nombre de vari-
ables n. El cas d’una sola variable ja 'hem discutit més amunt.

Suposem ara cert el teorema per m variables i provem-ho per n + 1.
Considerem un ideal Z = (f1,..., fs) C K[Z,y]. Per hipotesi d’induccié el
teorema és cert a K[z]. Podem suposar que fi no és una constant, ja que
si no no hi ha res a provar. Sigui N > 1 el grau total de f;. Anem a veure
que podem considerar que f; és de la forma

(1.1) f1(Z,y) = cy™ + termes de grau menor que N en y

on ¢ és una constant.
En efecte, considerem un canvi de coordenades

Yy = Yy
1 = T1+ary
Tn = Tp+any

111
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on les g;’s s6n constants no nul.les a determinar. Llavors
— —a, 1 —a, 1 —a, 1
fl (l‘ay) = E Cail™ Y = § CaiZ Y + § Cail Y
i la|+i=N la]+i<N

Denotem S el conjunt de monomis de f; de grau total NV maxim. Tenint en
compte que els a;’s sén no nuls, els monomis de grau maxim N en g seran
aquells que provinguin del desenvolupament dels anteriors on |a| +i = N

oy = aftah? ey = (81 4 @)™ (2 + a2§)*? . (E + ang®)y
= af"...a% o 4 termes de grau en § menors que | 4 i

i per tant seran de la forma @*7". En definitiva, aquests termes de grau N

de fi seran
VY e =h(@) "
|a|+i=N
on h(a@) és un polinomi en les @. Tenint en compte que el cos és algebraica-
ment tancat, i per tant infinit, podem trobar valors de les a;’s pels quals
c=h(@®) #£o.

Amb el canvi de variables, cada polinomi en les x;’s i y es transforma en
un altre polinomi en les #;’s i §, i Obviament 7 = { f : f €I} ésun ideal de
K[z, ). Observem que també V(Z) = ¢ ja que si les equacions transformades
tenen solucions, les inicials també pel canvi de coordenades. Per tant queda
provat que podem considerar que f; és de la forma assenyalada (1.1) i té
com a coeficient de grau maxim en y una constant.

Ara podem aplicar el teorema de 'extensio i el seu corollari quan hi ha
algin coeficient constant. Sigui Z; = Z N K[z] l'ideal d’eliminacié. Tota
solucié parcial b € V(Z7) estén a alguna solucié (b,b) € V(Z). Per tant, si
V(Z) = ¢, també

V(Z1) =m(V(Z)) =m(o) = ¢
Ara la hipotesi d’induccié implica que Z; = (1), ipertant 1 € Z; CZ. O

Aquest teorema resol el problema de la consisténcia d’un sistema d’e-
quacions sobre C[Z]. El sistema

fi(@)=0,..., fs(x) =0
tindra solucié ssi 1 € (fi1,..., fs). En termes de bases de Grobner només
caldra trobar la base de Grobner reduida de I'ideal en qualsevol ordre mono-
mial, i si és diferent de {1} el sistema és compatible. Aquest sera [’algorisme
de consisténcia.

Si el cos en qiiestié no és algebraicament tancat, ’algorisme funciona en
un sentit: si la base de Grobner és {1}, el sistema és incompatible. Pero no
podem afirmar que sigui compatible en cas contrari, com es facil comprovar
(Ex.: T = (2?+1) a R[z]).

Existeixen dues versions més fortes del teorema que expliquen amb més
detall la relacié entre ideal i ideal de varietat per un cos algebraicament
tancat. En particular, provem que la tnica rad per la qual un ideal no és
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ideal de varietat és perque conté algin factor multiple f” d’un polinomi f
i en canvi no conté f. Més concretament tenim:

TEOREMA 1.2 (Nullstellensatz). Sigui K un cos algebraicament tancat.
SiT={f1,...,fs) i f €L(V(Z)), llavors existeiz un enter m tal que f™ € T
1 reciprocament.

DEMOSTRACIO. Hem de provar, que donat un polinomi f € K[Z] que
s’anulla sobre tot V(Z), existeix un m € N i uns A;(Z) € K[z] tal que

"= A
i=1
Considerem l'ideal de K[z, y]
:Z~'—: <f17"‘7f8)1_yf>

Primer provem que
V(Z) = ¢.

Per provar-ho demostrarem que cap punt (@, a) € K™*! és soluci6 del sistema

V(Z). En efecte, poden passar dues coses:

(i) (@) € V(f1,...,fs). Llavors f(a) =01 per tant 1 —af(a) =1#0
i per tant (a,a) & V(Z).

(ii) (@) € V(f1,...,fs). Llavors existeix algin f; tal que f;j(a) # 0, i
per tant (@,a) ¢ V(I).

Aplicant ara el Nullstellensatz feble, resulta que 1 € Z. Per tant, exis-
teixen polinomis C;, per 1 <1 < s, i B tal que

(1.2) 1= Ci@y)fi + BE,y) (1 —yf)

=1

Posem y = 1/f(Z). L’expressi6 anterior es converteix en

(13) 1= C@1/f@),

Multiplicant ambdés costats de la igualtat anterior per una poténcia conve-
nient de f, eliminarem els denominadors del segon membre, resultant

(1.4) fm= ZAi(f)fi(f)
=1

per certs polinomis A; € K[z], tal com voliem provar. O

Amb aquest teorema queda clara la relacié entre ideals i ideals de vari-
etat per cossos algebraicament tancats, que podem concretar en el segiient
teorema de Hilbert:



114 4. NULLSTELLENSATZ I CONSEQUENCIES

TEOREMA 1.3 (Nullstellensatz fort). Sigui K un cos algebraicament tan-
cat 1 T un ideal qualsevol de K|[Z|. Llavors

I(V(T)) = VT

DEMOSTRACIO. Ja sabem que sempre vZ C 1(V(Z)), ja que si f € VZ,
per definicié existeix un m tal que f™ € Z, i per tant f s’anulla sobre V(Z)
ifel(V(@)).

Ara, en el cas que el cos sigui algebraicament tancat, el Hilbert Nullstel-
lensatz (1.2) permet provar la inclusié reciproca. En efecte, si f € I(V(Z)),
llavors per (1.2) existeix un m tal que f™ € Z. Per tant, f € v/Z, quedant
completat el resultat. O

Al capitol 3 varem donar un algorisme per determinar si un polinomi
f pertany a vZ. Consisteix en determinar si la base de Grobner de lideal
I=T1-yf)CK [Z,y] en un ordre monomial qualsevol és igual a (1). Si
el cos és algebraicament tancat és I(V(Z)) = v/Z i per tant, I’algorisme de

pertinenca és el mateix.

2. Teorema de la Clausura

TEOREMA 2.1 (Clausura de Zariski). Sigui K un cos algebraicament
tancat, T = (f1,..., fs) C K[z] 1 V =V(I) C K". Sigui 7 : K" — K"~/
la j-ésima projeccié i T; = T N K[z;]. Llavors

(i) V(Z;) és la clausura de Zariski de 7;(V) C K"™J:

V(Z;) = m;(V)

(i) Si V # ¢, existeix una varietat afi W C V(ZI;) estrictament, tal
que
V(Z)\W S (V).

DEMOSTRACIO.

() Donat un conjunt S, la seva clausura de Zariski S és la varietat
més petita que el conté i ve donada per: S = V(I(S)). Per tant,
el que hem de provar és que

V(I(m;(V))) = V(Z;).

Obvi, ja que 7;(V) C V(Z;) i V(Z;) és una varietat.

Hem de provar que V(I(7;(V))) 2 V(Z;) que és equivalent a
I(m;(V)) € I(V(Z;) = \/Z; pel Nullstellensatz.

Prenem f € I(m;(V)) ia; € m;(V). Tindrem f(a;) = 0, i
com f no depeén de les primeres j variables, per tot ar,...,a;
tindrem f(a1,...,a;,a;) = 0. Per tant, per tot @ € V(Z) sera
f(@) =0, el que assegura que f € I(V(Z)). Pel Nullstellensatz

N
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existeix N tal que f¥ € Z. Perd com f € K[z] sera f¥ € Z; i
per tant f € \/Ij tal com voliem provar.
(ii) Ho provarem per j = 1.
Farem servir la descomposicié donada per la férmula (8.1), re-
lativa al teorema 8.3 del capitol 3. Donat I'ideal Z = (fi,..., fs), i
V = V(Z), posavem

fi(@) = g(fl):civi + termes de grau menor que INV; en x1
on T, = x2,...,%,. Llavors teniem
V(Il) = 7T1(V) uUw

on
W =V(g1,...,9s) NV(I;)

Aquesta descomposicié (8.1) implica que V(Z1)\W C m (V)i W C
V(Z;). Siprovem que W # V(Z;), haurem acabat. Pero pot passar,
com a ’exemple 8.4 del capitol 3, que W = V(Z).

En aquest cas fem un canvi en les equacions que defineixen V,
de manera que W esdevingui més petita. La clau esta en veure que
si W =V(Z,), lavors V = V(f1,..., fs,91,...,9s). La inclusié D
és obvia. Per provar la inclusié C, sigui @ € V. Llavors, cada f;
s’anul.la en @, i com que a; € m (V) C V(Z;) = W, resulta que les
g; també s’anul.len. Per tant @ € V(fi,..., fs,91,---,9s), €l que
prova la igualtat.

Sigui ara Z = (f1,..., fs:g1,-..,gs). Observis que Z i Z poden
no ser iguals, encara que les varietats associades siguin la mateixa.
Per tant, els ideals d’eliminaci6 respectius Z; i Z; poden ser difer-
ents. Perd com que V(Z;) i V(Z1) sén ambdues la clausura de Zaris-
ki de 71 (V) (per la part (i) del teorema), resulta que V(Z;) = V(Z;).

El segiient pas és trobar una millor base per 7. Posem

- N;
fi=fi—gixy
el que elimina el terme de grau més gran en x; de cada f;. Per

cada 1, o be fz = 0, o be té grau estrictament més petit que f; en
z1. Es obvi que

:Z-: <fla---7f8agla"'ags>~

Apliquem novament el teorema 8.3 a V = V(f1,..., fs,91,---,s).
Ara els coeficients principals en x1 dels generadors sén diferents,
de manera que tenim una nova descomposicié

V(T) =V(TL) =m(V)UW

on W = V(fl) N V(fl,...,fs,gl,...,gs), consisteix en aquelles
solucions parcials per les quals els coeficients principals en z; de
fi,-.., fs sanul.len.
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Abans de continuar illustrem amb Pexemple 8.4 per qué W pot
ser més petita que W. La base de I és

B={ly—2)2*4+ay—1,(y — 2)2> +z2 -1}

iZ; = (y — z). Per tant tenim g; = go = y — 2z, de manera que
W =V(Z;). El procés descrit porta a 'ideal

f:<(y—z)x2+xy—1,(y—z)x2+xz—1,y—z)
i a la nova base de 7
T=(zy—l,az—1,y—2)=1.

Aplicant ara el teorema 8.3 obtenim que W consisteix en les solu-
cions parcials on y i z s’anullen, és a dir W = {(0,0)}, que és
evidentment més petita que W.

Pero no hi ha garantia que fent aquest procés necessariament
W sigui sempre més petita que W. En aquest cas tornem a repetir
el procés. En quand aconseguim una W C W estrictament, haurem
acabat.

No més falta per considerar el cas en que aquest procés sempre
porta a una W = V(Z1). A cada pas del procés, els graus dels
generadors fi’s en z; disminueixen ( 0 s6n zero), de tal manera que
en aquest cas arribariem a que tots els generadors tindrien grau 0
en x1. Aixo implicaria que V' pot ser definit per polinomis de K[Z7].
Aixi, doncs, si (@7) és una solucié parcial, estén per tot valor a; a
(a1,a1) € V, 121 no apareix en les equacions de definicié de V. En
aquest cas w1 (V) = V(Z7) i la part (ii) del teorema es verifica per
W = ¢. (Es aqui on fem servir la hipotesi de que V # ¢).

O

L’enunciat de (i) afirma que el conjunt de punts de 7;(V') que estenen
formen un conjunt oberti dens a V(Z;). Unicament en un conjunt de punts
que no afecta a la clausura poden no estendre les solucions parcials. Si la
descomposicié de V(Z;) en varietats irreductibles és V(Z;) = |, Vji, i el
subconjunt de punts que no estenen és S, tenim

(V) =VEZ)\ S = Vi \ S

on S; = SNVj. (i) afirma doncs que Vj; \ S; = Vj; i per tant no solament
(V') és obert en V(Z;) sino que també és obert dins de cada component i
és per tant dens.

L’enunciat de (ii) afirma que, si be 7;(V') pot no ser igual a V(Z;), omple
la major part de V(Z;), en el sentit de que el que falta esta dins d’una varietat
estrictament continguda en V(Z;).

El teorema de la clausura ens dona una descripcié parcial de 7;(V) ja
que ens diu que omple V(Z;) a excepcié d'un conjunt de punts que estan
estrictament continguts en una varietat menor que V(Z;) i que és dens.
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Pero els punts no inclosos poden no omplir la varietat menor. L’estructura
precisa de 7;(V') pot ser descrita de la segiient manera. Existeixen varietats
Zi CW; C K" per 1 <1i </ tals que
I
(V)= Wi\ Z)
i=1
Un conjunt amb aquesta caracteristica es diu que és constructible.
En correspondeéncia al corol.lari 7.4 tenim la segiient versié geometrica.

COROLLARI 2.2. Sigui V =V (f1,...,fs) C K™, amb K algebraicament
tancat, tal que algun dels f;’s sigui de la forma

fi = cx{v + termes de grau menor en Ty

on ¢ € K és una constant no nul.la ¢ N > 0. Si Iy és el primer ideal
d’eliminacio, llavors

7T1(V> = V(Il)
DEMOSTRACIO. Es conseqiiencia immediata del teorema de I'extensio.
O

3. Implicitacié

Recordem (veure apartat 12 del capitol 1) que una parametritzacié és
una aplicacio:

. C m n
(3.1) F: SCK — K

t —  F(1)
amb la notacié habitual ¢ = ¢1,.. ., t,;,. Més detalladament la parametritzacié
F' s’escriu:
(3.2) x1 = f1(t), ..., zp = fo(b)

Ens interessem fonamentalment en les parametritzacions polindmiques, on
F' és una funcié polinomica i en les racionals. No obstant, altres parameter-
itzacions, com ara les trigonomeétriques, poden transformar-se en racionals
fent un canvi de variables. En les parametritzacions polinomiques S = K.

El conjunt F(S) és el conjunt de punts parametritzats. En les para-
metritzacions polinomiques i en les racionals, té sentit el problema de la
implicitacié, que consisteix en trobar la clausura de Zariski F(S) de F(S),
és a dir, la varietat més petita que conté els punts parametritzats o el que
és equivalent, la varietat definida per la parametritzacio.

El segon problema relacionat, donada una parametritzacié polinomica,
és saber si tots els punts de la varietat F'(S) estan o no parametritzats, és a
dir si pertanyen o no a F(.5).

Les bases de Grobner lex ens proporcionen el metode per obtenir la im-
plicitacié de les parametritzacions polinomiques i racionals. Essencialment
és un problema d’eliminacié de variables.
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3.1. Implicitacié polinomica. Donada la parametritzacié polinomica
(3.1), on F és polinomica i S = K™, a fi d’estudiar com actua el metode
d’eliminacié, introduim les funcions segiients

i Km —  Kmtn Tm Kmm — K"
® — @FO) ¢z~ @)
Videal de 7 C K[f, 7]
T= (a1 = fi),. .00 — f2(D),

i la seva varietat d’'ideal V = V(Z) C K™*",
Fem un esquema de com actuen les funcions descrites:

Kern
F

K™ - K7

Tenim F = m,, 0i. Es important destacar que
(K™ =V

ja que per tot ¢ € K™, els punts i(t) = (¢, F(t)) verifiquen les equacions
que defineixen V, i reciprocament, en les equacions que defineixen V', t és
arbitrari. Per tant tenim:

F(K™) = (mm 0 1)(K™) = mm (i(K™)) = 7m (V)

Si K és un cos algebraicament tancat, el teorema de la clausura 2.1 ens
assegura que la clausura de Zariski de la parametritzacié és V(Z,,):

F(K™) = V(In)
onZ,, = INK]JT] és el m-esim ideal d’eliminacié. El teorema pot generalitzar-
se per tot cos infinit:

TEOREMA 3.1 (Implicitacié polinomica). Sigui K un cos infinit, i sigui
(3.2) lexpressid d’una parametritzacié polinomica F : K™ — K™. Sigui
T lideal de K[t, x|, definit per T = (x1 — fi1(t),...,xn — fu(t)), i Iy =
T N K[z] 'm-ésim ideal d’eliminacid. Llavors la clausura de Zariski dels
punts parametritzats €s:

F(E™) = V(Zn)

DEMOSTRACIO. Posem V = V(Z). Hem provat el teorema en la discus-
sié anterior quan el cos és algebraicament tancat. Suposem ara que K és un
cos infinit qualsevol. Obviament Z C Q C K C K, on K és el cos clausura
algebraica de K. (Veure cap VII, §2, LANG (1965), Algebra, Addison Wes-
ley, Reading, Massachusetts).

Per provar el teorema a K utilitzarem una teécnica caracteristica que
consisteix en passar convenientment de K a K i viceversa. Utilitzarem el
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subindex K o K per diferenciar les varietats definides sobre K o sobre K.
Aixi Vi (Z,,) és la varietat definida sobre K™ continguda en la varietat més
amplia V47(Z,,). Hem de provar que Vi (Z,,) = F'(K™).

Sabem que F(K™) = m,(Vk), 1 pel lema 8.2 del capitol 3 és m,,(Vk) C
Vi (Zy). Sigui ara Wg = V(hy,...,hs) C K™ una varietat qualsevol de K"
tal que F'(K™) C Wg. Hem de provar que Vi (Z,,,) C Wk.

Comencem per observar que per tot T € Wx és h;(T) = 0 per tot 4, i
per tant també h;(Z) = 0 per tot T € F(K™), doncs F(K™) C Wg. Aixo
prova que h; o F' € K[t] s’anul.la a tot K™. Per tant, h; o F' és un polinomi
que s’anul.la sobre K™. Com K és infinit, aixo implica (per un teorema que
vam veure al capitol 1) que és el polinomi idénticament nul. Per tant, h; o F
també sén nuls a K i per tant els h; sanul.len a tot F(K ). Aixi doncs,
W = V(hi,..., hs) és una varietat de K= que conté F(K ). Ara podem
aplicar el teorema de la clausura 2.1 resultant que V5(Z,,) C W.

Si en ’expressio anterior ens restringim a les solucions que estan a K™
resulta immediatament que Vg (Z,,) C W O

Algorisme. El teorema anterior té una aplicacié practica evident. Don-
ada una parametritzacié polinomica definida per (3.1), (3.2), considerem
I'ideal

IT=(x1— fi(t),-- 20 — fu(t)).
Per determinar I’m-ésim ideal d’eliminacid, calculem
Im = (gb(Z,lex(t, 7)) N K[z])

Llavors V(Z,,,) és la implicitaci6 de la parametritzacid, o el que és equivalent,
la clausura de Zariski dels punts parametritzats, i com sabem, pel teorema
12.4 del capitol 1, és una varietat irreductible.

Per determinar quins punts de la varietat estan parametritzats i quins
no emprem el teorema de I’extensié. Pero ara la discussié s’ha de fer cas per
cas amb detall. Posem un exemple.

EXEMPLE 3.2. Sigui la parametritzacié segiient:
r=—u?, y=uv, z=0oh
La base de Grobner lex G = gb({x +u?,y —uv,z — v*),lex(v,u, z,y, 2)) és:
G = {z2? —y*, u® + 2, vy® + zzu, ve +uy, wo —y, V2 + 2, 03y —uz, vt — 2}
Per tant, la varietat clausura de Zariski és

V =V(zz? — )

Fem un grafic:
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. g

il
e ",,':',5'5',:'5'5'5',:'5","'

l
‘ Il

Ara volem determinar quins punts estan parametritzats i quins no. Per
poder aplicar el teorema de l'extensié, hem de treballar a C. Després util-
itzarem els resultats per fer la discussié a R que és on realment sol interessar.

Considerem l'ideal Z7; = (z2? — y*,u? + z). Tenint en compte que el
coeficient de u? és 1, tots els punts de V estenen en C a valors de u. De fet,
per un valor de x corresponen dos valors de u = 4+/—x, excepte per x = 0
que correspon u = 0.

Considerem ara l'extensié a v. Els coeficients principals en v de la base
de 7 sén: {y3,x,u,y? y,1}. Per tant, tots els punts estenen en C a v. A
més, per  # 0 o y # 0 hi ha alguna equacié lineal amb coeficient no nul per
aillar v. Per tant, hi ha un sol valor de v que correspon a un punt (u, z,y, z)
parametritzat, excepte els punts de l'eix de les z que estan parametritzats
quatre vegades (u = 01 v = z'/4, les quatre arrels quartes de z).

Passem ara a discutir la parametritzacié a R. L’argumentacié anterior
ens mostra que per tot z < 0,y # 0 hi ha extensi6 real a dos parametritza-
cions de cada punt. En canvi, la branca de la varietat que correspon a punts
positius de x esta parametritzada per valors imaginaris de v i de v, i per
tant no estén en R. Posant u — Iu,v — —Iv, obtenim una parametritzaci(’)
real de I'altre branca real de la varietat: = = u?, y = uv, z = v*. Pel que
fa a eix de les z, unicament estan parametritzats a R els que corresponen
a z > 0, perd de fet sén els tnics reals, ja que za? — y* = 0.

3.2. Implicitacié racional. En el cas d’una parametritzacié racional
les equacions que la defineixen sén de la forma:

_A® b0

(3:3) T a® T
Fosen G
_ 1 t n t

F‘<m@’”’%®>

Com que els denominadors es poden anul.lar per punts de K", definim
g =9gi...gn 1 W = V(g). Fora de la varietat W no s’anul.len mai els
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denominadors. Per tant, definim la parametritzacié aixi:

F: K"M\W — K"

(3.4) P o= FQ)

El problema consisteix, com abans en trobar F(K™).
La idea inicial és considerar I'ideal de K™

T = (2191(t) = f1(), - ., 2ngn(t) — fu(D))
i procedir com abans. La sorpresa és que actuant aixi no sempre obtenim la
varietat més petita que conté els punts parametritzats.

ExXEMPLE 3.3. Considerem la parametritzacié racional segiient:

u? v?

r=—Yy=—2=1U
v u
Si apliquem la tecnica d’eliminacié a I'ideal Z = (zv — u?, uy — v, u — z) el

resultat és
V(L) = V(z(a?y — 2%)) = V(2*y — 23) U V(2)

que és unié de dos varietats amb parts no comunes. Pero és facil comprovar
que tots els punts parametritzats estan a V(z%y — 23). Per tant el metode
inicial no obté la varietat més petita que conté la parametritzacio.

Podem aconseguir el proposit introduint una nova variable y i un nou
polinomi g = (9192 - - - gn)req Per definir l'ideal J C K|y, t, T

J = <xlgl(¥) - fl(%)a e ,xngn@) - fn(g)7 1- yg)
i la seva varietat d’ideal V = V(J) € K"t™*l. Posem W = V(g), que
determina els punts on la parametritzacié no esta definida. De forma similar
a com hem fet en el cas de la parametritzacié polinomica ara tenim les
funcions:

ji K™\W — Kntmtl Tmg1: KmHl — K7
(t) = (5.6 F(D) w,t,7)  — (7),

L’esquema de com actuen aquestes funcions és:

Km+n+1

F

K™\ W - K"

Tenim F' = 7,11 0 j. La gracia esta en el fet que ara també
JETANW)=V(T) =V

mentre que si empressim la funcié i : K™\ W — K™% llavors tindriem
i(K™\ W) CV(Z), perd no podem assegurar la igualtat.
Provem la igualtat anterior.
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C: Sigui ¢ € K™ \ W. Llavors els denominadors no s’anul.len i g # 0.
Es verifiquen totes les equacions que defineixen V incloent la darrera, ja que
1— g% =0.

2: Si (y,t,T) € V, llavors g # 0, ja que en cas contrari no es verifica la
darrera equacié que defineix V. Per tant t € K™ \ W i les T de V estan
determinades univocament pels valors de t € K™ \ W ja que es poden aillar
totes les z; en les equacions que defineixen V. Per tant (y,¢,7) € j(K™\W)
té anti-imatge vinica per j~! a K™\ W.

Tenint en compte aquesta igualtat resulta ara

F(E™\W) = (mmi1 0 ) (K™ \W) = T 1 (K™ \ W) = g1 (V).

Ara el teorema de la clausura assegura que si K és algebraicament tancat,
llavors

FRTNW) = Tm1(V) = V(Jrns1)
Tenim el segiient teorema, que com abans es pot generalitzar a un cos infinit

TEOREMA 3.4 (Implicitacié racional). Sigui K un cos infinit, i sigui
(3.8) una parametritzacio racional. Posem g = g1...g9n ¢ W = V(g). La
parametritzacio estara definida a F : K™\ W — K". Sigui J lideal de
Kly,t, 7], definit per J = (x191(t) — f1(),- .-, Tagn(t) — fu(®),1 — gy), i
TIm+1 = T NK[Z] U(m + 1)-ésim ideal d’eliminacid. Llavors la clausura de
Zariski dels punts parametritzats €s:

FEMAW) = V(Tm+1)

Acabem de veure la demostracié per un cos algebraicament tancat. Per
un cos infinit, la tecnica és la mateixa que abans i la unica dificultat afegida
és que ara enlloc de K™ hem de treballar a K™ \ W i cal justificar que els
polinomis que s’anul.len a tot K™ \ W s’anul.len idénticament. Ho deixem
com exercici.

Algorisme. La utilitzacié practica del teorema anterior és la segiient.
Donada una parametritzacié racional definida per (3.3), definim g = g1 ... gn
i considerem 1’ideal

J = <gl(i)$1 - fl(i)a s ,gn(g)iﬁn - fn(%)v 1- yg)
Determinem 1'(m + 1)-ésim ideal d’eliminacié, calculant
Im+1 = (gb(T,lex(y, t,7)) N K[z])

Llavors V(J,+1) és la implicitacié de la parametritzacid, o el que és equiv-
alent, la clausura de Zariski dels punts parametritzats.

Analogament al cas de la parametritzacié polinomica, el teorema de
I’extensio ens permet discutir quins punts estan parametritzats i quins no.

EXEMPLE 3.5. Sigui la parametritzacié racional

1422t
Tt VT oe
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Considerem l'ideal de K|w,t,x,y] seglient:
T = (x(1 =13 — (1+t%), y(1 —t3) — 2t,1 —w(1 — t?))
i determinem G = gb(J,lex(w,t,z,y)). Obtenim:
G={ -y’ —1lyt—z+1,(1+2)t—y2w—z—1}
Per tant la implicitacié ve donada per la varietat
V=V(?-y*-1)

que és una hiperbola.

Estudiem ara quins punts estan parametritzats a C. Tenim J; = (2 —
y? — 1,yt —x +1,(1 + )t — y), i els tinics punts problematics pel teorema
de l'extensié sén els punts de la hiperbola que anul.len simultaniament els
coeficients de grau maxim en t. Hi ha un dnic punt en que s’anullen que és
P = (—1,0), i comprovem que no estén, doncs substituint-lo en la segona
equacié dona 2 # 0. Tots els demés punts estenen, i donat que fora de P
alguna de les dues equacions lineals en ¢ permet aillar-la, el valor de ¢ és
Unic. Aixo finalitza la discussié a C. Pero el mateix argument que assegura
I’existencia d’un sol valor de t per cada punt parametritzat, serveix per veure
que a cada punt real de V tret de P li correspon un valor real de ¢t. Per
tant, tots els punts de la varietat V a R? excepte el punt P(—1,0) estan
parametritzats per un valor real i tinic de R. El punt no parametritzat
correspondria a t = oo.

Si fem un grafic parametric entre t = —M..M, quedaran per representar
no unicament el punt P, sino també els del seu voltant.

4. Quocient d’ideals

Podem completar propietats del quocient d’ideals que vam definir en el
capitol 1.

TEOREMA 4.1. Siguin Z i J ideals de KI[T].

(i) Llavors
:J CIV@)\V(T))

(i1) A més, si K és algebraicament tancat, i T és radical, llavors:
T:7 =1(V(Z)\ V(7).

DEMOSTRACIO.

(i) Sigui f € Z:J iz € V(I)\V(J). Llavors, pertot g € J, és fg € .
Per tant, com T € V(Z) és f(Z)g(Z) = 0. Pero com T ¢ V(TJ)),
existeix algin g € J tal que g(Z) # 0. Per tant, f(Z) = 0 per tot
T e V(@) \V(J). Per tant, f € I(V(Z)\ V(J)).

(ii) Suposem ara que K és algebraicament tancat i que Z = VI =
I(V(Z)). Hem de provar que Z : J D I(V(Z) \ V(J)). Sigui f €
IV(Z)\V(T)). Pertot T € V(I)ig e J és fg(T) = 0, ja que si
TeV(I)\V(T) és f(x)=0isiz € V(T) és g(T) = 0. Per tant,
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fg € I(V(Z)). Aixi, doncs, pel Nullstellensatz i la hipotesi de que
T és radical fg € VZ =T. Perd si per tot g € J és fg € T, llavors

f€eT:J, que és el que voliem provar.
O

COROLLARI 4.2. Siguin T i J ideals de K[T].

(i) Llavors
VZ:J) 2V(@)\V(T).

(i1) A més, si K és algebraicament tancat, i T és radical, llavors:
V(Z:T)=V(IZ)\ V().

DEMOSTRACIO. S’obtenen directament del teorema anterior, aplicant la
inclusio inversa i el teorema de la clausura. O

Aquestes proposicions refinen una proposicié del capitol 1.

EXEMPLE 4.3. Comprovem la férmula (ii) del corollari 4.2, en un exem-
ple concret. Siguin

I=(z(z—y),z(x—2)), JT=(z-y)1y).
L’ideal Z donat és radical i podem considerar els polinomis a C|z,y, 2],
complint-se les hipotesis del corol.lari. Tenim:
V(Z) = V(@)UV(z —y,z - 2),
V(T) = V() UV(z—-y),
VO\V(T) = (V@) \ (V(z,y) UV(z, 2 —y)))
U(V(x—y,x—z) \ (V(y,$—y,.%'—2> UV(x_yw%' —Z,Z _y)))
= V@) \ (V(z,y)uV(z,z —y))
i per tant
V@) \V(T) = V(z).
D’altra banda:
gb([tZ + (1 —t T lex(t,2,y,2)) N Clz,y, 2] = [zy(y — 2)’]
InNg= <1:y(y — z)2>
Z:J=(x)
quedant comprovat aqui que
V)\V(T)=V(Z:JT)

5. Saturacio

Els resultats de la seccié anterior poden refinar-se més emprant el con-
cepte de saturacio.

DEFINICIO 5.1. Donats dos ideals Z, 7 C K[Z] denominem saturacié de

T per J, i el denotem per 7 : J*, a lideal T : JV tal que Z : JN =T :
jN-i—l.
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PROPOSICIO 5.2. Donats dos ideals T, J C K|, existeiz sempre N € Z
tal queI:jm:I:jN.

DEMOSTRACIO. La demostracié es fonamenta en constatar que
I:Jci:J*c---cI:J"cC...

formen una cadena ascendent d’ideals que estaciona per la condicié ACC de
cadena ascendent d’ideals Noetherians. O

Ara podem refinar el teorema 4.1 de la seccié anterior amb el seglient:

TEOREMA 5.3. Siguin Z i J ideals de KI[T].

(i) Llavors

T2 7% CIV(T)\V(J)).

(ii) A més, si K és algebraicament tancat, i T és radical, llavors:
VI T% = I(V(@D)\ V().

DEMOSTRACIO.

(i) Sigui f € Z: JV, amb N qualsevol i 7 € V(Z)\ V(7). Llavors, per
tot g € IV, és fg € Z. Per tant, com 7 € V(I) és f(Z)g(T) = 0.
Perd com T ¢ V(J)), existeix algiin g € JV tal que g(Z) # 0. Per
tant, f(Z) = 0 per tot T € V(Z) \ V(7). Per tant, f € I(V(Z) \
V()

(ii) Suposem ara que K és algebraicament tancat. Hem de provar que
IV(Z)\V(T)) € VI:J>®. Sigui f € I(V(Z)\V(J)). Per tot
TeV(I)ige IV és fg(m) =0, jaquesiz e V(I)\ V() és
f@) =0isiT € V(TJ) és g(T) = 0. Per tant, fg € L(V(Z)).
Aixi, doncs, pel Nullstellensatz existeix n tal que f"¢"™ € Z, on
g" € JN". Per tant, per un M suficientment gran, per tot g € JM
és freTipertant f € VI :JM =+Z:JN on N és I’exponent
de saturacié més petit.

(]
COROLLARI 5.4. Siguin T i J ideals de K|[T].

(i) Llavors
V(T : %) 2V(@D)\ V().

(i1) A més, si K és algebraicament tancat llavors:
V(Z:T%)=V(@)\ V().

DEMOSTRACIO. S’obtenen directament del teorema anterior, aplicant la
inclusié inversa i el teorema de la clausura. [l

La darrera igualtat permet calcular la clausura de V(Z) \ V(J) sense
necessitat de calcular radicals.
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EXEMPLE 5.5. Per comprovar i veure la formula en accid, considerem
T = {(23y%) i J = (y). Tindrem V(Z) = V(zy) = V(2)UV(y) i V(J) = V(y).
Per tant V(Z)\V(J) = V(x)\V(z, y), i fent la clausura V(Z) \ V(7) = V(z).
Calculem ara

I:JCIT:J*C1:J%CT:J*CT:9°C1:7J"
Tenim:
(@’y") € (%) € (2%y%) C (a%y) C (&%) C ()

que ja estabilitza, i per tant N = 5. Resulta doncs Z : J* = (z3), d’on
V(Z : J*°) = V(z) com era d’esperar.
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6. Exercicis

Seccio 1.

EXERCICI 4.1. .

a) Proveu que si K és algebraicament tancat, i Z és un ideal primer
de K|z], llavors Z =1V(Z) i V(Z) és irreductible.

b) Doneu un exemple amb un cos K que no sigui algebraicament tan-
cat i no sigui certa la igualtat anterior.

EXERcICI 4.2. Donats dos ideals Z, J de K[z], diem que sén comaximals
siisolssiZ+ J = (1) = K|[z].

a) Proveu que si K és algebraicament tancat, llavors Z i J sén co-
maximals ssi V(Z) N V(J) = ¢. Doneu un exemple que mostri que
aixo no és cert en general.

b) Proveu que si Z i J sén comaximals, llavors Z -7 =7 N J.

c) Es cert el reciproc de b)? Doneu una demostracié o un contre-
exemple.

d) Si Z i J sén comaximals, proveu que Z i J? també ho sén. De
fet, proveu que Z" i J° sén comaximals per qualssevulla enters 7, s
positius.

e) Siguin Zi,...,Z, ideals de K[Z] i suposem que Z; i J; = N;xZ; sén
comaximals per cada i. Proveu que

I{nﬂ"'ﬂI?Z(Iy'-IT)m:(I1ﬂ-'-ﬂIr)m

EXERcICI 4.3. Sigui Z un ideal de K[z] on K és un cos algebraicament
tancat. Direm que Z és un ideal zero-dimensional ssi V' = V(Z) consta d'un
nombre finit no nul de punts:

V={P,...,P)}

a) Utilitzant el Nullstellensatz, proveu que si Z és zero-dimensional
llavors tota base de Grobner G = gh(Z, ) per un ordre monomial >
qualsevol conté algun polinomi g; que té monomi principal lm(g;) =
xfw' per cada variable z;, on M; > 0.

b) Proveu el reciproc si afegim la hipotesi de que I'ordre monomial és
lex(z1,...,2n).

c¢) Proveu el reciproc per a qualsevol ordre monomial.

d) Proveu que 7 és zero-dimensional també és equivalent a que per
cada variable z; és 7T N K[x;] = (g;), on deg(g;) > 0.

e) Donat 'ideal zero-dimensional

IT= @y —2y° —2+1),9°(@ +y* — 2y + 1),2%%)

(1) Determineu Z, =Z N K[z| i Z, =Z N Kly].
(2) Determineu I(V(Z)).
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Seccio 3.

EXERcICI 4.4. Considerem V C K3 la varietat definida per la parametritzacié

F: K2 = K3

(u,v) +—  (uv,u? v?).

a) Trobeu un polinomi f € Z[z,y, z] homogeni de grau 2 tal que f €
I(V) (independentment de K).

b) Proveu que si K és infinit llavors V = V(f) i (V) = (f) (Indicacid:
Per tal de demostrar que g € I(V') implica que g € (f) utilitzeu la
divisio en un ordre monomial adequat i el fet que si un polinomi en
dos variables s’anulla en S x S, amb S C K infinit llavors ha de
ser el polinomi zero).

¢) Proveu que F' cobreix tota V en el cas K = C pero no si K és Q o
R.

d) En el cas en que K = F9, determineu V i I(V).

Considerem ara la varietat W definida per la parametritzacié F” segiient:

F' :K* — K3

(u,v) —  (wv?,uv, uvd).

e) Demostreu que si K és infinit, W = V|, la varietat de 'apartat b).
(Indicacid: feu un raonament andleg al de lapartat b).

f) Demostreu que ara F’ no cobreix W ni en Q ni en R ni en C.

g) Si K =y, calculeu la varietat W i el seu ideal de varietat I(W).

h) Finalment, utilitzeu ara 1’algorisme d’implicitacié emprant Maple
per trobar les varietats definides per cada una de les dues parame-
tritzacions, i discutiu els resultats anteriors a la llum del teorema
de I'extensid, comparant resultats.

EXERCICI 4.5. Proveu que si K és un cos algebraicament tancat i p(z) €
K|[z] és irreductible sobre K, llavors V(p) és una varietat irreductible.

EXERCICT 4.6. Sigui [ = (23 — 2°,¢y3 — 22) C K[z,y,2] i V = V(I).

a) Sigui K = C. Demostreu que V té tres components irreductibles
Vi, Vo, V3 i que els seus ideals de varietat son respectivament:

L = (z—ayy®—2?)
L = (z—&uay,y* — 2%
Iz = (z—&uay,y° —2?)

on 1,&s,&3 sén les tres arrels cubiques de la unitat. (Indicaci:
Empreu parametritzacions i ordres monomials adients).
b) Proveu que

LNnlbnNnliIs=
(t1(z — xy), ta(z — Eaxy), (1 — t1 — t2) (2 — &2y),y° — 2%) N Clz, y, 2].
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Computada la base de Grobner de l'ideal anterior emprant ordre
lex(z,y, ) s'obté (2% — x5 y3 — 2%). Deduiu que I = 1(V).

c¢) Sigui K = Q. Proveu que ara V és irreductible i determineu el seu
ideal de varietat.

Seccio 4.

EXERCICI 4.7. A R? siguin

V={Gj)€eZ : 0<i<n0<j<m}, Vi={0,0)},
W =V\W.

a) Doneu una base de I(W) i proveu que ho és. Es una base de Grébner
per algtin ordre? Tant si us en sortiu com si no passeu a l'apartat
seglient. Aquest apartat podeu resoldre-ho en d).

b) Per n,m fixats, indiqueu tots els passos que calen per determinar
I(W) de forma algorismica.

c¢) Procediu segons l'apartat b) i determineu I(W). Doneu tots els
resultats intermedis. Donat que n, m sén qualsevulla, els algorismes
no funcionen de forma automatica, pero no resulta dificil preveure
els resultats.

d) Si no ho heu fet en a), proveu ara que la base obtinguda en c) és
realment base de I(WW), i comenteu si és base de Grobner o no.

Nota: No cal que proveu els resultats intermedis en I'apartat c¢). N’hi
ha prou en que els plantegeu i els doneu. Concreteu tinicament la
prova del resultat final (apartat a) o d)).



